
 

 

 

 

 

تقنيات الموارد المائية  القسم العلمي:    

 الرياضيات  اسم المقرر: 
 

الاول   : / المستوى المرحلة   

الاول : الفصل الدراسي  
 

2025 - 2024 الدراسية:السنة   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

ي والبحث العلم يوزارة التعليم العال  

 الجامعة التقنية الشمالية

   المعهد التقني/ الموصل



 

 الجامعة التقنية الشمالية 

 

 

  

 

1 

 

 

 

  

 الرياضيات   :اسم المقرر

 تقنيات الموارد المائية :القسم

 المعهد التقني الموصل :الكلية

 الاول  المستوى  /المرحلة 

 الاول  :الفصل الدراسي

  عملي  2 نظري  :عدد الساعات الاسبوعية

 2 الدراسية: عدد الوحدات 

 TIMO110 الرمز: 

  كلهما  عملي ✓ نظري  نوع المادة

 نعم هل يتوفر نظير للمقرر في الاقسام الاخرى 

 الرياضيات   اسم المقرر النظير  

 جميع الأقسام التكنلوجية  القسم

 TIMO110 رمز المقرر النظير 

 معلومات تدريسي المادة 

 حميدالاء عماد  : )مدرسي( المقرراسم مدرس 

 مدرس  اللقب العلمي: 

  سنة الحصول على اللقب

 ماجستير  الشهادة : 

  سنة الحصول على الشهادة

 13 عدد سنوات الخبرة ) تدريس(

 معلومات عامة
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  للمقرر  العام الوصف

الأخرى وتعليم الطالب  تطوير إمكانية الطالب في استخدام الرياضيات في التطبيقات العملية والاستفادة منها في الدروس التقنية 
 الطرق المختلفة في تمثيل المعادلات والقوانين الرياضية في مجالات الحاسوب 

   العامة  الاهداف

اكتساب فهم شامل للمفاهيم الأساسية في الرياضيات، مثل الأعداد، والعمليات الحسابية،     •

 .والجبر، والهندسة، والإحصاء

 :تطوير مهارات حل المشكلات   •

 .تحسين القدرة على حل المشكلات الرياضية بطرق منطقية ومنهجية •

 .تطبيق تقنيات وأدوات الرياضيات لحل مسائل معقدة في سياقات متنوعة •

 :اكتساب مهارات التفكير التحليلي   •

 .تنمية القدرة على التفكير النقدي والتحليلي باستخدام الرياضيات  •

 .تحليل المشكلات وتفكيكها إلى أجزاء أصغر لفهمها وحلها بشكل أكثر فعالية •

 

 الخاصة  الأهداف

 :فهم وتحليل الجبر   

 .حل المعادلات والمتباينات الجبرية •

 .فهم وتطبيق القوانين الجبرية مثل قوانين توزيع الضرب، وجمع وطرح العبارات الجبرية •

 :دراسة وتطبيق المفاهيم الهندسية  

 .الأشكال الهندسية، والزوايا، والمثلثات، والمستطيلات فهم أساسيات الهندسة مثل  •

 .تطبيق القوانين الهندسية لحساب المساحات والحجوم •

 :فهم وتطبيق مفاهيم التحليل  

 .تعلم كيفية التعامل مع الدوال والمعادلات الرياضية •

 .دراسة مشتقات الدوال وتكاملها وتطبيقها في مسائل حساب التفاضل والتكامل •

 :تطبيق مبادئ الإحصاء والاحتمالات   

 .فهم أساسيات الإحصاء مثل المتوسطات، والانحراف المعياري، والتوزيعات  •

 .دراسة مبادئ الاحتمالات وكيفية حساب الاحتمالات لمتغيرات معينة •

 :تحليل ودراسة نظم المعادلات  

 .حل نظم المعادلات الخطية وغير الخطية •

 .التعويض وطريقة الحذفتطبيق أساليب الحل مثل طريقة  •

 :فهم وتحليل الدوال والمتغيرات  

 .دراسة أنواع الدوال المختلفة مثل الدوال الخطية والدوال التربيعية •

 .تحليل خصائص الدوال مثل القيم العظمى والصغرى، والتزايد والتناقص  •
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 الأهداف السلوكية او نواتج التعلم

ي ن
ي يتوقع من الطلاب اكتسابها واتج تعلم مقرر دراسي ف 

الرياضيات تحدد المهارات والمعرفة الت 

ي  
بنجاح بعد إتمام الدراسة. تركز هذه النواتج على تطوير مهارات التحليل والتطبيق والاستدلال ف 

ي الرياضيات
 :الرياضيات. إليك بعض نواتج التعلم الشائعة لمقرر دراسي ف 

 :الأساسيةفهم المفاهيم الرياضية  . 1

o  ،ي الرياضيات مثل الأعداد، والعمليات الحسابية
التعرف على المبادئ الأساسية ف 

، والهندسة، والتفاضل والتكامل، والإحصاء  .والجبر

o  ي سياقات مختلفة
 .فهم كيفية تطبيق هذه المفاهيم ف 

 :تطوير مهارات حل المشكلات . 2

o  اتيجيات حل مناسبة  .القدرة على تحليل المشكلات الرياضية وتطبيق اسب 

o  استخدام الأساليب الرياضية المختلفة لحل مسائل معقدة وتفسبر النتائج بوضوح. 

 :إتقان الجبر والمعادلات . 3

o ية بمستويات مختلفة من التعقيد  .حل المعادلات والمتباينات الجبر

o ية  .فهم وتطبيق قوانير  الجبر وتحليل العبارات الجبر

 :فهم وتحليل المفاهيم الهندسية . 4

o دراسة الأشكال الهندسية، والزاويا، والمساحات، والحجوم. 

o  تطبيق القوانير  الهندسية لحساب المساحات والحجوم وفهم خصائص الأشكال

 .الهندسية 

 :تطبيق التحليل والتفاضل والتكامل . 5

o  ي تحليل الدوال وحساب المشتقات
استخدام مبادئ التفاضل والتكامل ف 

 .والتكاملات

o تطبيق تقنيات التحليل لحل المشكلات العملية وتفسبر النتائج. 

 :تطبيق مبادئ الإحصاء والاحتمالات . 6

o  تحليل البيانات باستخدام أدوات إحصائية مثل المتوسطات والانحراف المعياري

 .والتوزيعات

o  حساب احتمالات الأحداث واستخدام المبادئ الإحصائية لتفسبر البيانات. 

 :حل نظم المعادلات . 7

o  حل نظم المعادلات الخطية وغبر الخطية باستخدام تقنيات مختلفة مثل التعويض

 .والحذف

o  ي المشكلات الواقعية
 .فهم تطبيقات نظم المعادلات ف 

 

 السابقة  المتطلبات

  مع التعامل وكيفية  الحسابية بالعمليات معرفة  على يكون  ان الطالب على  يجب •

 المثلثية  الدوال
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 الية التقييم  الأهداف السلوكية او مخرجات التعليم الأساسية  

 ت 
الامتحانات اليومية والشهرية ونهاية  :فهم وتطبيق مفاهيم التحليل  

 المقرر

1  

 .تعلم كيفية التعامل مع الدوال والمعادلات الرياضية
الامتحانات اليومية والشهرية ونهاية 

 المقرر

2  

ي مسائل حساب التفاضل والتكاملدراسة مشتقات 
 
 .الدوال وتكاملها وتطبيقها ف

الامتحانات اليومية والشهرية ونهاية 

 المقرر

3  
الامتحانات اليومية والشهرية ونهاية  :تطبيق مبادئ الإحصاء والاحتمالات  

 المقرر

4 

 .والتوزيعاتفهم أساسيات الإحصاء مثل المتوسطات، والانحراف المعياري،  

الامتحانات اليومية والشهرية ونهاية 

 المقرر
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 )حدد مجموعة متنوعة من أساليب التدريس لتناسب احتياجات الطلاب ومحتوى المقرر( أساليب التدريس 

 مبررات الاختيار الاسلوب او الطريقة
   نظري المقرر المحاضرات النظرية  .1

2.   

3.  

4.  

5.  

6.  
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 اسم المادة 

باللغة  

 العربية 
( 1)رياضيات   

 السنة الدراسية الاولى

 عدد الساعات الاسبوعية 

باللغة  

ية   الانكلبر 
Mathematics(1)  المجموع  عملىي  نظري 

عدد 

 الوحدات

  لغة التدريس للمادة 

  الفصلالاول    المستوى

الدروس  )       الاول 

(الاجبارية  

2 ---- 2 2 

النظرية المفردات   

 تفاصيل المفردات  الأسبوع 

1 
 ورسم الدوال   والمثلثية  والاسية  ية اللوغارتم الدالةتعريف  – الدالة   

يةغايات الدوال   –الغايات  2  ة يم رتغا و الل  الجبر

 المتجهة والكميات  العددية الكميات  –تحليل المتجهات  –المتجهات   4- 3

ي تحليل القوى والعزوم   5
ي مجالات الري   –مسائل ف 

 وتطبيقات ف 

ي المساحة   – المشتقات  6
ي مجال الري وتحليل القوى وف 

 تطبيقها ف 

   ةة والمثلثي يم تاللوغار  و  ةسيلا مشتقات الدوال ا  7

ي الموا   السلسلةة دقاع – تفاضل  8
 عقومسائل ف 

 المشتقات ذات المراتب العليا  –  ةالدوال الضمني 9

 ونقاط الانقلاب   للدالةمعادلة المماس والنهايات العظمى والصغرى  10

ي مجال الري السرعة والتعجيل  11
 تطبيقات التفاضل ف 

ية   -التكامل غبر المحدود   12  للدوال الجبر

 ة والمثلثي ة تكامل الدوال اللوغارتيمة والاسي 13

 المختلفة تطبيقاته على الدوال  – التكامل المحدود  14

ي مجال الري  –المساحة تحت المنحت   15
 المساحة بير  منحنير  مع تطبيقات ف 
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 محاضرات الرياضيات

 تحويل الوحدات -
  Lيرمز له  (Length)الطول  •

• 1 𝑚 = 100 𝑐𝑚 

• 1𝑚 = 1000𝑚𝑚 

• 1 𝑐𝑚 = 10 𝑚𝑚 

 التحويل من كبير الى صغير نجري عملية الضرب 

 

1 𝑚 = 1000 𝑚𝑚 
5 𝑚 = 5000 𝑚𝑚 

اما عند تحويل الجزء الصغبر الى كببر نجري عملية القسمة وهي عدد الاجزاء الكلية على ما يساويه  

 من اجزاء 

Example:  

Convert (5000 mm) to (m) 

5000

1000
= 5𝑚 

 𝑚2وحدتها  Aيرمز لها   (Area)المساحة  •

 𝑚3وحدته   Vيرمز له  (Volume)الحجم  •

𝑚3 = 1000 000 𝑐𝑚3 

𝑚 ∗𝑚 ∗𝑚 = 100𝑐𝑚 ∗ 100𝑐𝑚 ∗ 100𝑐𝑚 

1 𝑙𝑖𝑡𝑒𝑟 = 1000𝑐𝑚3 

𝑚3 = 1000 ℓ 

ℓ = 10−3 𝑚3 

 (Sec)الزمن يقاس بالثانية 

ب )  ثانية(  60دقيقة *  60ساعة *  24تحويل يوم الى ثانية نض   

التعجيل = •
السرعة 
الزمن 

=
𝑚

𝑠𝑒𝑐2
 

 تقاس ب )كغم، غم، طن(  (Mass)الكتلة  •

غم 1000كغم =   
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كغم   1000طن =  

 𝑚2  4200الفدان = 

 𝑚2  2500الدونم= 

𝑚2  10000الهكتار =  دونم  4=   

Example-1- 

Convert   (8.64 m/day) to (cm/sec) 

8.64
𝑚

𝑑𝑎𝑦
 = 

8.64∗100

60∗60∗24
=

8.64

864
= 0.01 𝑐𝑚/𝑠𝑒𝑐 

Example-2- 

Convert   (3 km and 25 m) to (cm) 

𝑘𝑚 = 1000𝑚 

3 𝑘𝑚 = 3 ∗ 1000 = 3000 𝑚 

3000 + 25 = 3025 𝑚 

3025 ∗ 100 = 302500 𝑐𝑚 

Example-3- 

Convert (9.2 km) to (mm) 

9.2 ∗ 1000 ∗ 100 ∗ 10 = 9 200 000 

 

Example-4- 

Convert (3.2 𝑚3) to (liter) 

𝑚3 = 1000 𝑙𝑖𝑡𝑒𝑟 

3.2 ∗ 1000 = 3200ℓ  

 

 

Example-5- 

Convert (432ℓ/day ) to (𝑚3/𝑠𝑒𝑐) 

432 
ℓ

𝑑𝑎𝑦
= 432 ∗ 

1

1000 ∗ 24 ∗ 60 ∗ 60
= 5 ∗ 10−6 𝑚3/𝑠𝑒𝑐 
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H.W. (1)  

If you know the discharge for pipe is .𝑚3/𝑠𝑒𝑐, find the discharge in ℓ/min8000  

H.W. (2)  

Convert   (20 km and 40 mm) to (cm) 

 

ن المساحات   قواني 

مساحة المستطيل= الطول * العرض  -  

2  *محيط المستطيل= )الطول +العرض(  -  

 

مساحة المرب  ع = طول الضلع * نفسه  -  

* طول الضلع 4محيط المرب  ع =  -  

 

3.14 = 𝜋,   𝑟2𝜋 = مساحة  الدائرة  -  

2𝑟𝜋 = محيط  الدائرة  -  

 

 

مساحة المثلث = نصف القاعدة * الارتفاع  -  

* طول الضلع3محيط المثلث=  -  

الارتفاع  ∗  
القاعدة  الاولى+القاعدة  الثانية 

𝟐
= مساحة شبه  المنحرف  -  

+ القاعدة الثانية + الضلعير  المائلير   الأولىمحيط شبه المنحرف = القاعدة   

 

 أمثلة حساب المساحات للأشكال الهندسية: 

Example-1- 

Find the area of rectangular in(𝑚2), length=5cm, width = 5cm. 
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Solution 

Area= length* width 

         = 5*5 = 25 cm2 

        =25/10 000=0.0025 m2 

Example-2- 

Find the area of rectangular, width=4cm, and its length is triple the width. 

Solution 

w=4 cm,                  L=3W =3*4=12 cm 

A=L*W 

Example-3- 

Find the area of rectangular, if its perimeter is 12 cm, its width 2cm. 

Solution 

Perimeter= (L+W)*2 

12= (L+2)*2 

12=2L+4            →          8=2L     →          L=4 

A=4*2                 →          A=8 cm2 

 

 

 

Example-4- 

Agricultural land square shape, its perimeter (400m), what its area in donum? 

م  400المحيط =    

4محيط المرب  ع = طول الضلع *   

= 100م طول الضلع = 
400

4
 

 مساحة المرب  ع = )طول الضلع( 2

                 = ) 100( 2 = 10000 م2



 

12 

4  دونم  المساحة =    =
10000

2500
 

 

 

H.W -1- 

Find the length of rectangular in (m), its perimeter 30 cm, and its width 

5cm. 

 

H.W.-2- 

Find the area of rectangular in (m), if its length 6m and its width is triple 

its length. 

 

H.W.-3- 

Find the area of rectangular, if you know its perimeter 25 cm, and width 

3cm. 

Example-5- 

A square shape its perimeter is 400 cm, what its length of the side. 

Solution 

P= length of the side *4 

400= length of the side *4 

Length of the side=100 cm 

 

 

Example-6- 

Drawing board square shape, the length of its side is 60 cm, what is its 

perimeter in m.  

Solution 

P=4*L 
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P=4*60 

P=240 cm 

𝑃 =
240

100
= 2.4 𝑚 

 

Example-7- 

If you know the diameter of circle is 16 cm, what its area?  

Solution 

𝐴 = 𝜋𝑟2 

𝐴 =  
𝜋

4
𝐷2      →→ 𝐴 =

𝜋

4
 162       →→ 𝐴 = 200.96 𝑐𝑚2 

 

Example-8- 

Find the diameter of circle in (m), if you know its area is 2826 cm2. 

Solution 

𝐴 = 𝜋𝑟2 

𝐴 =  
𝜋

4
𝐷2      →→ 2826 =

𝜋

4
 𝐷2     

𝐷2 = 2826 ∗
4

𝜋
= 3600     →→   𝐷 = 60 𝑐𝑚 =

60

100
= 0.6 𝑚 

 

H.W-1- 

Find the perimeter (cm), if you know the radius is 25 m. 

H.W-2- 

Find the diameter of circle in (m), its perimeter 650 cm. 

H.W-3- 

If you know the diameter of circle is 55 cm, find the area in m. 
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ن السرعة:   قواني 

 المسافة = السرعة * الزمن

Distance= velocity * time 

  m/secوحدة قياس السرعة 

 m، kmوحدة قياس المسافة 

 sec، min، hrوحدة قياس الزمن 

Example-1- 

A car is moving 120 km/hr, find the distance in (m), at 30 min. 

 Solution 

Distance= velocity * time 

120 ∗ 1000

60
= 2000 𝑚/𝑚𝑖𝑛 

D=V*t  

D= 2000*30                     D=60 000 m 

 

Example-2- 

A car is moving by velocity 60 km/hr, find the distance in (m) at 2hr and 17 min. 

Solution 

V= 60*1000= 60 000 m/hr 

𝑡 =
17

60
= 0.283 ℎ𝑟 

t=2+0.283      

t= 2.283 hr 

D=V*t 

D= 60 000 *2.283                        D=136 980 m 

Example-3- 
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A car is moving distance 100 km, by velocity 50 km/hr, find the time at sec. 

Solution 

𝑣 =  
𝐷

𝑡
          →       𝑡 =

𝐷

𝑣
 

𝑡 =
100

50
      →   𝑡 = 2ℎ𝑟        → 𝑡 = 2 ∗ 60 ∗ 60    →    𝑡 = 7200 𝑠𝑒𝑐 

 

H.W-1- 

If you know the distance 150 km at 4hr, find the velocity at m/s. 

 

H.W-2- 

A car moving at velocity 66 km/hr, find the distance (m), at 120 min. 

 

H.W-3- 

If you know the velocity is 10 km/hr at 100 min, find the distance (m). 

 

 

 

 النسب والعلاقات المثلثية 

Trigonometric function 

ي °180المثلث هو مضلع له ثلاثة اضلاع ومجموع زواياه   
، وهو بأشكال عدة، وما يهمنا هنا ف 

 هذا الموضوع المثلث قائم الزاوية. 

(Sine)الجيب 

sin 𝜃 =
المقابل

الوتر 
=
𝐴𝐶

𝐴𝐵
 

 

A 

C 
B 

90° 
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 (Cosine)الجيب تمام 

cos 𝜃 =
المجاور

الوتر 
=
𝐶𝐵

𝐴𝐵
 

 

 (Tangent)الظل 

 

tan 𝜃 =
المقابل

المجاور
=
𝐴𝐶

𝐶𝐵
=
sin 𝜃

cos 𝜃
 

 

 (Cotangent)الظل تمام 

 

𝑐𝑜t 𝜃 =
المجاور

لمقابلا
=
𝐶𝐵

𝐴𝐶
=
cos 𝜃

sin 𝜃
=

1

tan𝜃
 

 

 

 

 (Secant)القاطع 

𝑠𝑒𝑐 𝜃 =
الوتر 

المجاور
=
𝐴𝐵

𝐵𝐶
=

1

cos 𝜃
 

 (cosecant)القاطع تمام 

 

𝑐𝑠𝑐 𝜃 =
الوتر 

المقابل
=
𝐴𝐵

𝐴𝐶
=

1

sin 𝜃
 

 

1- Prove that   (sin 𝜃)2 + (cos 𝜃)2 = 1 

ي المثلث قائم الزاوية = مجموع مربعي الضلعير  
ي تنص على ان مرب  ع الوتر ف 

نطبق نظرية فيثاغورس والت 

 الاخرين. 
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sin 𝜃 =
𝐴𝐶

𝐴𝐵
 

cos 𝜃 =
𝐶𝐵

𝐴𝐵
 

(𝐴𝐵)2 = (𝐴𝐶)2 + (𝐶𝐵)2 

ي المعادلة على  
 AB2بقسمة طرف 

(𝐴𝐵)2

(𝐴𝐵)2
=
(𝐴𝐶)2

(𝐴𝐵)2
+
(𝐶𝐵)2

(𝐴𝐵)2
 

 

1 = (sin𝜃)2 + (cos𝜃)2 

 

 

2- Prove that                  (sec 𝜃)2 − (tan𝜃)2 = 1 

 

1

(cos 𝜃)2
−
(sin𝜃)2

(cos𝜃)2
 

 

1 − (sin𝜃)2

(cos 𝜃)2
 

 

(sin 𝜃)2 + (cos 𝜃)2 = 1 

1 − (sin𝜃)2 = (cos𝜃)2 

(𝑐𝑜𝑠 𝜃)2

(𝑐𝑜𝑠 𝜃)2
= 1 =  الطرف  الايمن 

 

 

3- Prove that                   (csc 𝜃)2 − (cot 𝜃)2 = 1 

1

(sin 𝜃)2
−
(cos 𝜃)2

(sin 𝜃)2
 

 

A 

C 
B 

90° 
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1 − (cos𝜃)2

(sin 𝜃)2
 

 

(sin 𝜃)2 + (cos 𝜃)2 = 1 

1 − (cos 𝜃)2 = (sin𝜃)2 

(𝑠𝑖𝑛 𝜃)2

(𝑠𝑖𝑛 𝜃)2
= 1 =  الطرف  الايمن 

 

 

 

4- Prove that                   tan 𝜃 + cot 𝜃 = sec 𝜃 ∗ csc 𝜃 

 

sin 𝜃

cos𝜃
+
cos𝜃

sin 𝜃
 

 

=
(sin 𝜃)2 + (cos 𝜃)2

sin 𝜃 ∗ cos 𝜃
 

بما أنه:    

(sin 𝜃)2 + (cos 𝜃)2 = 1 

 إذا

=
1

sin 𝜃 ∗ cos 𝜃
 

=
1

sin 𝜃
∗ 

1

cos 𝜃
 

= sec 𝜃 ∗ csc 𝜃 =  الطرف  الايمن 

 

 

 

 

=1 
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5- Prove that     

 

 

 

               

 
1 + cos 𝜃

sin 𝜃
+

sin𝜃

1 + cos 𝜃
= 2 csc 𝜃 

 نوحد المقامات 

 

 

(1 + cos 𝜃)2 + (sin 𝜃)2

sin 𝜃 ∗ (1 + cos 𝜃)
 

 

 

1 + 2 cos 𝜃 + (cos 𝜃)2 + (sin𝜃)2

sin 𝜃 ∗ (1 + cos 𝜃)
 

 

 

 

=
2 + 2 cos 𝜃

sin 𝜃 ∗ (1 + cos 𝜃)
 

 

=
2 ∗ (1 + cos 𝜃)

sin 𝜃 ∗ (1 + cos 𝜃)
 

= 2 csc 𝜃 =  الطرف  الايمن 

 

 

 

6- Prove that                   

√
1 + (tan𝜃)2

1 + (cot 𝜃)2
  = tan 𝜃 
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= √
1 + (

sin 𝜃
cos 𝜃

)2

1 + (
cos 𝜃
sin 𝜃

)2
 

 

= √

(cos𝜃)2 + (sin𝜃)2

(cos 𝜃)2

(cos𝜃)2 + (sin𝜃)2

(sin 𝜃)2

 

 

cos 𝜃2 + sin 𝜃2 = 1 

= √

1
(cos 𝜃2)

1
(sin𝜃)2

    = √
1

(cos 𝜃)2
∗
(sin𝜃)2

1
= √

(sin 𝜃)2

(cos 𝜃)2
  

 

= √(tan𝜃)2 = tan 𝜃 =  الطرف  الايمن 

 

 

7- Prove that                   

(1 + cos 𝜃) ∗ tan 𝜃

√1 − (cos𝜃)2
− 1 = sec 𝜃 

 

cos 𝜃2 + sin 𝜃2 = 1 

 

1 − cos 𝜃2 = sin 𝜃2 

 

=
(1 + cos 𝜃) ∗

sin 𝜃
cos 𝜃

√(sin 𝜃)2
− 1 

=
(1 + cos 𝜃) ∗

sin 𝜃
cos 𝜃

sin 𝜃
 − 1 

=
1

cos 𝜃
+ 1 − 1 
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=
1

cos 𝜃
= sec 𝜃 =  الطرف  الايمن 

 

8- Prove that                   

(cot 𝜃)2 − (cos 𝜃)2 = (cot 𝜃)2 ∗ (cos𝜃)2 

=
(cos𝜃)2

(sin 𝜃)2
− (cos 𝜃)2 

=
(cos𝜃)2 − (cos𝜃)2 ∗ (sin 𝜃)2

(sin 𝜃)2
 

=
(cos 𝜃)2 (1 − (sin 𝜃)2)

(sin 𝜃)2
 

 

cos 𝜃2 + sin 𝜃2 = 1 

1 − sin 𝜃2 = cos 𝜃2 

= (cot 𝜃)2 ∗ (cos 𝜃)2 

 

 

 

 

9- Prove that                   

cos 𝜃 ∗ csc 𝜃

tan𝜃
= (cot 𝜃)2 

=
cos 𝜃 ∗

1
sin 𝜃

sin 𝜃
cos 𝜃

 

=
cos 𝜃

sin 𝜃
∗
cos 𝜃

sin 𝜃
 

=
(cos𝜃)2

(sin 𝜃)2
= (cot 𝜃)2 =  الطرف  الايمن 

 

 

H.W-1- 

cos 𝜃 ∗ cot 𝜃 = csc 𝜃 − sin 𝜃 

 

H.W-2 
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(csc 𝜃)2 − (cot 𝜃)2 = 1 

 

 

 

 

 

H.W-3- 

                  

1 +
2 tan𝜃

1 − tan𝜃
=
cos 𝜃 + sin 𝜃

cos 𝜃 − sin 𝜃
 

 

 

 الأسس واللوغاريتمات

 الاس:  هو العدد الذي يكتب فوق العامل ليدل على تكرار ذلك العامل. 

𝑥3 = 𝑥 ∗ 𝑥 ∗ 𝑥 

23 = 2 ∗ 2 ∗ 2  

 

 قوانير  الأسس: 

ب تجمع  -1 يا على ان تكون الاساسات متساوية مثل:  الأسسعند الض   جمعا جبر

𝑥𝑎 ∗ 𝑥𝑏 = 𝑥𝑎+𝑏 

𝑦 ∗ 𝑥2 ∗ 𝑦2 = 𝑥2 ∗ 𝑦3 

 على ان تكون الاساسات متساوية.  الأسسعند القسمة تطرح  -2

𝑥𝑎

𝑥𝑏
= 𝑥𝑎−𝑏 

1

𝑥
= 𝑥−1 

 علامة الجذر يقسم اس المقدار )داخل الجذر( على دليل الجذر:  إزالةعند  -3

√𝑥𝑎
𝑏

= 𝑥𝑎 𝑏⁄  

√𝑥 = 𝑥1 2⁄  
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ي تلك القوة.  -4
ب اس المقدار ف   عند رفع مقدار الى قوة )اس لأس المقدار( يض 

(𝑥𝑎)𝑏 = 𝑥𝑎𝑏 

 1كل مقدار مرفوع للأس صفر يساوي  -5

𝑥0 = 1 

 إشارةعند نقل مقدار او عامل مرفوع لأس معير  من البسط الى المقام أو بالعكس تتغبر  -6

 ذلك الاس مثل: 

𝑥𝑎

𝑥𝑏
=
𝑥−𝑏

𝑥−𝑎
 

 إذا تساوت الاساسات والعكس صحيح.  الأسستتساوى  -7

𝑥2 = 9 

𝑥2 = 32 

𝑥 = 3 

 Logاللوغاريتم 

𝑦 = log𝑎 𝑢 

𝑢 = 𝑎𝑦 

 :  وهو على نوعير 

ي الجبر ويكتب عادة من دون الأساس مثل   
logالاعتيادي:  أساسه العدد 10 ويستخدم ف  5 . 

: أساسه المقدار الثابت  ي التفاضل والتكامل ويكتب عادة من دون (e=2.718)الطبيعي
 ويستخدم ف 

ويرمز له  الأساس ln مثل    ln 5. 

 قوانير  اللوغاريتمات: 

ب مقدارين او أكبر ولنفس  -1  مثل:  ا هو مجموع لوغاريتماته الأساسلوغاريتم حاصل ض 

log 𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 = log𝑎 + log 𝑏 + log 𝑐 

هو لوغاريتم المقسوم مطروح منه لوغاريتم   الأساسلوغاريتم حاصل قسمة مقدارين ولنفس  -2

 المقسوم عليه مثل: 

log𝑥
𝑎

𝑏
= log𝑥 𝑎 − log𝑥 𝑏 
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 =صفر   أساسولأي  1لوغاريتم العدد  -3

log𝑥 1 = 0 

 1مقدار لأساس مساو لذلك المقدار يساوي  أيلوغاريتم  -4

log5 5 = 1 

5 = 51 

 

 

 

 ملاحظة مهمة 

log 3 =  معلوم 

log 4 =  معلوم 

log 12 =  مجهول 

log 3 ∗ 4 = log 3 + log4 

 

 

 

Find the value of x in following equation: 

 

1)  8(
𝑥2

3
−2) = 2𝑥 

23(
𝑥2

3
−2) = 2𝑥 

 

3(
𝑥2

3
− 2) = 𝑥 

𝑥2 − 6 = 𝑥 

𝑥2 − 𝑥 − 6 = 0 

(𝑥 + 2) ∗ (𝑥 − 3) = 0 
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𝑥 = −2, 𝑥 = 3 

 

2) log2(𝑥 + 1) ∗ (𝑥 − 1) = 3 

𝑦 = log𝑎 𝑢 

𝑢 = 𝑎𝑦 

(𝑥 + 1)(𝑥 − 1) = 23 

𝑥2 − 1 = 8 

𝑥2 = 9 

𝑥   = ∓3 

3) log5 125 = (𝑥 + 1)(𝑥 − 1) 

log5 5
3 = 3 log5 5 = 3 

3 = (𝑥 + 1)(𝑥 − 1) 

3 = 𝑥2 − 1 

𝑥2 = 4            →   𝑥 = ∓2 

 

 

4) 5(𝑥+1)(𝑥−1) = 125 

5(𝑥+1)(𝑥−1) = 53 
(𝑥 + 1)(𝑥 − 1) = 3 

𝑥 = ∓2 

 

5) log9 𝑥 =
3

2
 

𝑥 = 93 2⁄  

𝑥 = 32∗3 2⁄  

𝑥 = 27 

 

6) log16 𝑥 =
5

2
 

𝑥 = 165 2⁄  

𝑥 = 42∗5 2⁄  

𝑥 = 1024 
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7) Find the value of x and y from instaintainus function: 

log10(𝑥 − 𝑦) = 1 

log10(3𝑥 + 4𝑦) = 2 

 

101 = 𝑥 − 𝑦           ∗ 4  

102 = 3𝑥 + 4𝑦 

 

40 = 4𝑥 − 4𝑦 

100 = 3𝑥 + 4𝑦 

140 = 7𝑥 

𝑥 = 20 

10 = 𝑥 − 𝑦 

10 = 20 − 𝑦 

𝑦 = 10 

8) Find the value of x and y from  المعادلات الانية instaintainus function: 

3𝑥 + 2𝑦 = 7 

3𝑥+2 − 2𝑦+1 = 19 

3𝑥+2 = 3𝑥 ∗  32 

3𝑥+2 = 9 ∗ 3𝑥 

2𝑦+1 = 2𝑦 ∗ 2 

2𝑦+1 = 2 ∗ 2𝑦 

 

3𝑥 + 2𝑦 = 7 

9 ∗ 3𝑥 − 2 ∗ 2𝑦 = 19 

3𝑥 = 𝐴    نفرض  ان 

2𝑦 = 𝐵    نفرض  ان 

𝐴 + 𝐵 = 7         ∗ 2 

9𝐴 − 2𝐵 = 19 

 

2𝐴 + 2𝐵 = 14 

9𝐴 − 2𝐵 = 19 

11𝐴 = 33 

𝐴 = 3 

3𝑥 = 31 

𝑥 = 1 

𝐴 + 𝐵 = 7 

3 + 𝐵 = 7 
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𝐵 = 4 

𝐵 = 2𝑦 

4 = 2𝑦 

22 = 2𝑦 

𝑦 = 2 

Prove that: 
𝑥

1 − 𝑦−𝑥
−

𝑥

𝑦𝑥 − 1
= 𝑥 

 

1 − 𝑦−𝑥 = 1 −
1

𝑦𝑥
=
𝑦𝑥 − 1

𝑦𝑥
 

𝑥

𝑦𝑥 − 1
𝑦𝑥

−
𝑥

𝑦𝑥 − 1
= 𝑥 

 
𝑥 ∗ 𝑦𝑥

𝑦𝑥 − 1
−

𝑥

𝑦𝑥 − 1
= 𝑥 

 
𝑥 ∗ 𝑦𝑥 − 𝑥

𝑦𝑥 − 1
=
𝑥(𝑦𝑥 − 1)

𝑦𝑥 − 1
= 𝑥 =  الطرف  الأيمن

 

9) Find the value of x: 

44𝑥 − 17(24𝑥) + 16 = 0 

22∗(4𝑥) − 17 ∗ (24𝑥) + 16 = 0 

24𝑥 ∗ 24𝑥 = 22(4𝑥) 

𝑝𝑢𝑡   24𝑥 = 𝐴  

𝐴2 − 17𝐴 + 16 = 0 
(𝐴 − 1)(𝐴 − 16) = 0 

𝐴 = 1, 𝐴 = 16 

24𝑥 = 1 = 20 

𝑥 = 0 

𝑂𝑅: 

24𝑥 = 24             →    4𝑥 = 4    →   𝑥 = 1 

10) Find the value of x: 

√2𝑥 +
1

√2𝑥
= 2 

𝑝𝑢𝑡   √2𝑥 = 𝐴  

𝐴 +
1

𝐴
= 2             ∗ 𝐴 
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𝐴2 + 1 = 2𝐴 

𝐴2 − 2𝐴 + 1 = 0 
(𝐴 − 1)(𝐴 − 1) = 0 

𝐴 = 1 

√2𝑥 = 1            →    2𝑥 = 1   →      2𝑥 = 20    →    𝑥 = 0 

11) Find the value of x: 

log5(3𝑥 + 7) − log5(𝑥 − 5) = 2 

 

log5
3𝑥 + 7

𝑥 − 5
= 2 

3𝑥 + 7

𝑥 − 5
= 52 

3𝑥 + 7 = 25𝑥 − 125 

25𝑥 − 3𝑥 = 7 + 125        →    22𝑥 = 132   →→     𝑥 = 6 

 

12) Find the value of x: 

4𝑥 = 5 

ln 4𝑥 = ln5 

𝑥 ∗ ln 4 = ln 5 

𝑥 =
ln 5

ln 4
 

H.W. Find the value of x and y from instaintainus function: 

log10 𝑥 + log10 𝑦 = 1                    … . . (1)          

log√7(𝑥 + 𝑦) = 2                            …… . (2) 

 

 

 

 

Simplify the following  بسط ما يلي 
1) ln sin 𝜃 − ln

sin𝜃

5
 

= ln
sin 𝜃

sin 𝜃
5

 

= ln5 

2) ln(3𝑥2 − 9𝑥) + ln
1

3𝑥
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= ln(
3𝑥2 − 9𝑥

3𝑥
) 

= ln(
3𝑥2

3𝑥
−
9𝑥

3𝑥
) 

= ln(𝑥 − 3) 

H.W-1-  

ln csc 𝜃 + ln sin 𝜃 

H.W-2-  

 ln(8𝑥 + 4) − ln 22 

H.W-3-  

    3 ln √𝑡2 − 1
3

− ln(𝑡 + 1) 

  If you know,  𝐥𝐧 𝟐 = 𝟎. 𝟔𝟗𝟑 , 𝐥𝐧𝟑 = 𝟏. 𝟎𝟗𝟖  

 Find: 

 ln 16 , ln √27
3

, ln 1.5 , ln 2√2 , ln
4

9
, ln

9

8
,  ln 36   

1) 𝐥𝐧 𝟏𝟔   

= ln 24      →   = 4 ln 2    → = 4 ∗ 0.693 = 2.772    

2) 𝐥𝐧 √𝟐𝟕
𝟑  

= ln(33)1 3⁄      →   = ln 3    → = 1.098    

 

 

3) 𝐥𝐧 𝟏. 𝟓 

= ln
3

2
    → =  ln 3 − ln 2      = 1.098 − 0.693 

4) 𝐥𝐧 𝟐 ∗ √𝟐 

= ln 2 + ln√2   → = ln 2 + ln 21 2⁄        → =  ln 2 +
1

2
ln 2     

= 0.693 +
1

2
∗ 0.693 

5) 𝐥𝐧
𝟒

𝟗
 

= ln 4 − ln 9          →      = ln 22 − ln 32 



 

30 

= 2 ln 2 − 2 ln 3         →    = 2 ∗ 0.693 − 2 ∗ 1.098    →= 1.386 − 2.196 = −0.81  

H.W.-1- 

 𝐥𝐧
𝟒

𝟖
 

H.W.-2- 

  ln 36 

 

General exponential function 

𝑎𝑥 = 𝑒𝑥 ln 𝑎 = 𝑒ln 𝑎
𝑥
= 𝑎𝑥 

1) ln 𝑒2 = 2      , ln 𝑒 = 1 

2) ln 𝑒−1 = −1 

3) ln√𝑒 = ln 𝑒1 2⁄ =
1

2
ln 𝑒 =

1

2
 

4) ln 𝑒sin𝑥 = sin 𝑥 

5) 𝑒ln(𝑥
2+1) = 𝑥2 + 1 

6) 𝑒3 ln 2 = 𝑒ln 2
3 = 23 = 8 

 

Simplify the following: 

1) 𝑒2𝑥 =  نأخذ ln  الطرفير            10

ln 𝑒2𝑥 = ln10 

2𝑥 = ln 10       →   𝑥 =
1

2
 ln 10 

2) 𝑒ln(𝑥
2+𝑦2) = (𝑥2 + 𝑦2) 

 

3) 2 ∗ ln√𝑒 = 2 ∗ ln 𝑒1 2⁄ = 2 ∗
1

2
∗ ln 𝑒 = 1 

 

 

4) ln 𝑒2 ln 𝑥 = ln 𝑒ln 𝑥
2
= ln 𝑥2 = 2 ln 𝑥 

 

5) 𝑒ln 𝑥−ln 𝑦 = 𝑒
ln

𝑥

𝑦 =
𝑥

𝑦
 

 

6) ln 𝑦 = 2𝑡 +  نأخذ  𝑒  للطرفير               ,    4

𝑒ln 𝑦 = 𝑒2𝑡+4       →   𝑦 = 𝑒2𝑡+4 
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7) ln(𝑦 − 40) = 5𝑡 ,             للطرفير  𝑒  نأخذ     

𝑒ln(𝑦−40) = 𝑒5𝑡       →   𝑦 − 40 = 𝑒5𝑡   → 𝑦 = 𝑒5𝑡 + 40 

 

 

 

 

 Vectorsالمتجهات 

تسمى الكميات ذات القيمة والاتجاه بالمتجهات وذلك لتفسير كثير من المفاهيم الفيزيائية مثل القوة 
 والحركة والسرعة.

 تمثيل المتجهات: 

نقطة   ي وذلك من 
البيان  بالرسم  المتجهات  بمقياس رسم تمثل  المعير  وذلك  بالاتجاه  ثم  بداية معينة 

 مناسب. 

iوكذلك تمثل بالرموز حيث أن   ، و     ي
يمثل الاتجاه بالمحور السيت  j يمثل الاتجاه بالمحور الصادي، و     k  

 يمثل الاتجاه بالمحور العمودي. 

𝐴 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑐𝑘          الصيغة  العامة لاي  متجه 

 جمع المتجهات: 

𝑣 = (𝑣1, 𝑣2)  , 𝑤 = (𝑤1, 𝑤2)    , عدد  ثابت  = 𝑝 

𝑣 + 𝑤 = [(𝑣1 +𝑤1), (𝑣2 +𝑤2)] 

 𝑣 − 𝑤 = [(𝑣1 −𝑤1), (𝑣2 − 𝑤2)] 

𝑝𝑣 = (𝑝𝑣1, 𝑝𝑣2) 

Example: 

If you know 𝑣 = (−2,0,1) ,   𝑤 = (3,5,−4), 𝑝 = 3 

Find:  𝑣 + 𝑤, 3𝑣, −𝑤,𝑤 − 2𝑣 

𝑣 + 𝑤 = (−2,0,1) + (3,5,−4) 

𝑣 + 𝑤 = (1,5,−3) 

3𝑣 = (−6,0,3) 

−𝑤 = (−3,−5,4) 
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𝑤 − 2𝑣 = (7,5,−6) 

 إيجاد  طول أو قيمة المتجه: 

𝑣 = (𝑣1, 𝑣2) 

‖𝑣‖ = √𝑣1
2 + 𝑣2

2 

𝑖𝑓 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2,𝑣3) 

‖𝑣‖ = √𝑣1
2 + 𝑣2

2 + 𝑣3
2 

Examples (1): 

Find the length of 𝑣 = (−2,3) ,   𝑤 = (2,3,6) 

‖𝑣‖ = √𝑣1
2 + 𝑣2

2 

‖𝑣‖ = √(−2)2 + (3)2      →    √13                

‖𝑤‖ = √22 + 32 + 62      →    √49 = 7      

Examples (2): 

If you know   𝑢 = (1,5,4) ,   𝑣 = (3,−2,0) 

Find ‖𝑢 + 𝑣‖ , ‖2𝑢 − 3𝑣‖ 

𝑢 + 𝑣 = (4,3,4) 

‖𝑢 + 𝑣‖ = √16 + 9 + 16 = √41 

2𝑢 − 3𝑣 

2𝑢 = (2,10,8) 

3𝑣 = (9,−6,0) 

2𝑢 − 3𝑣 = (2,10,8) − (9,−6,0) 

2𝑢 − 3𝑣 = (−7,16,8) 

‖2𝑢 − 3𝑣‖ = √49 + 256 + 64 = √369 = 19.2 

 

ب المتجهات   ض 

The dot product  ب النقطي   الض 
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𝐼𝑓 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) , 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2) 

𝑢. 𝑣 = 𝑢1. 𝑣1 + 𝑢2𝑣2 

𝑢(𝑣 + 𝑤) = 𝑢𝑣 + 𝑢𝑤 

𝑝(𝑢. 𝑣) = (𝑝𝑢). 𝑣 = 𝑢(𝑝𝑣) 

Examples 

(3,5). (−1,2)        ,    →   3(−1) + 5(2) = 7 

     (2,3). (−3,2)        ,   →   2(−3) + 3(2) = 0 

 

 

 حساب الزاوية بير  متجهير   

cos 𝜃 =
𝑢. 𝑣

‖𝑢‖. ‖𝑣‖
 

𝐼𝑓 𝑢. 𝑣 >  𝜃  حادة         0

𝐼𝑓 𝑢. 𝑣 <  𝜃  منفرجة         0

𝐼𝑓 𝑢. 𝑣 =  𝜃, 𝑢       𝑣  قائمة          0

Find the angle between the vectors:     𝑢(1,−2,2)   , 𝑣(−3,6,2) 

𝑢. 𝑣 = (1 ∗ −3) + (−2 ∗ 6) + (2 ∗ 2) = −11 

‖𝑢‖ = √1 + 4 + 4 = 3 

‖𝑣‖ = √9 + 36 + 4 = 7 

cos 𝜃 =
−11

3 ∗ 7
=
−4

21
 

𝜃 = cos−1
−4

21
     ,      →   𝜃 = 121.6° 

Find the vector, its length ‖𝒗‖=4, 𝜽 = 𝟏𝟐𝟎° 

cos 𝜃 =
𝑣1
‖𝑣‖
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𝑐𝑜𝑠 120 =
𝑣1
4

 

𝑣1 = −2 

𝑠𝑖𝑛 120 =
𝑣2
4

 

𝑣2 = 3.4 

𝑣 = (−2,3.4) 

 

Find the following: 

 

❖ (3,−4,5) + (1,1,−2) 

= (3 + 1,−4 + 1,5 + (−2)) 

= (4,−3,3) 

 

❖ (1,2,−3) + (4,−5,0) 

= (1 + 4, 2 + (−5),−3 + 0) 

= (5,−3,−3) 

 

❖ 3(4,−5,−6) 

= (−12,15,18) 

 

 

If 𝑢 = (2,−7,1), 𝑣 = (−3,0,4),𝑤 = (0,5, −8) 

Find 3𝑢 − 4𝑣,    2𝑢 + 3𝑣 − 5𝑤 

 

𝟑𝒖 − 𝟒𝒗 = 3(2,−7,1) − 4(−3,0,4) 

                  = (6,−21,3) + (12,0, −16) 

                   = (6 + 12,−21 + 0, 3 + (−16)) 

                   = (18,−21,−13) 

 

𝟐𝒖 + 𝟑𝒗 − 𝟓𝒘 = 2(2,−7,1) + 3(−3,0,4) − 5(0,5, −8) 
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                             = (4,−14,2) + (−9,0,12) + (0,−25,40) 

                             = (4 + (−9) + 0), (−14 + 0 − 25), (2 + 12 + 40) 

                              = (−5,−39,54) 

 

H.W. 
a) If 𝑢 = (3,−2), 𝑣 = (−2,5) 

 𝐹𝑖𝑛𝑑 3𝑢,−2𝑣, 𝑢 + 𝑣, 2𝑢 − 3𝑣, −2𝑢5𝑣 

b) If 𝑢 = (1,2), 𝑣 = (4,−2),𝑤 = (6,0), 

 𝐹𝑖𝑛𝑑 (7𝑣 + 𝑤), 𝑢. (7𝑣 + 𝑤) + ‖𝑢‖(𝑣.𝑤) 

 

Find the dot product, 𝑣 = (2,−4, √5), 𝑢 = (−2,4,−√5)  

cos 𝜃 =
𝑢. 𝑣

‖𝑢‖. ‖𝑣‖
 

‖𝑢‖ = √4 + 16 + 5 = 5 

‖𝑣‖ = √2 + 16 + 5 = 5 

−1 =
𝑢. 𝑣

5.5
 

𝑢. 𝑣 = −25 

 

   H.W. 

Find the dot product, 𝑣 = (0,2, 2), 𝑢 = (0,0,1)  

 

 

 

 

 

 

Find the constant b in vector equation 𝐴 = 2𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑘, orthogonal with 

vector 𝐵 = 4𝑖 − 2𝑗 − 2𝑘 

ان الزاوية بينهما  أيبما انه المتجهير  متعامدين   90° 

𝐴. 𝐵 = ‖𝐴‖. ‖𝐵‖. cos 𝜃 

cos90 = 0 
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𝐴. 𝐵 = 0 

𝐴. 𝐵 = 2 ∗ 4 + 𝑏 ∗ (−2) + 1 ∗ (−2) = 0 

8 − 2𝑏 − 2 = 0 

2𝑏 = 6  , → 𝑏 = 3 

 

 

Prove that the two vector is orthogonal, 𝐴 = 2𝑘 + 2𝑖 − 𝑗  ,               𝐵 = 3𝑖 −

5𝑘 − 4𝑗 

 نرتب المتجهات 

𝐴 = 2𝑖 − 𝑗 + 2𝑘 

𝐵 = 3𝑖 − 4𝑗 − 5𝑘  

𝐴. 𝐵 = 2 ∗ 3 + ((−1) ∗ (−4)) + (2 ∗ (−5))  

𝐴. 𝐵 = 6 + 4−10   ,       →  𝐴. 𝐵 = 0  

   ∴ المتجهان متعامدان    

Find the angle between the vectors 

𝐴 = 2𝑗 − 𝑘 + 𝑖 

𝐵 = 2𝑘 − 𝑗 + 3𝑖  

 

 نرتب المتجهات 

𝐴 = 𝑖 + 2𝑗 − 𝑘 

𝐵 = 3𝑖 − 𝑗 + 2𝑘  

𝐴. 𝐵 = ‖𝐴‖. ‖𝐵‖. cos 𝜃 

cos 𝜃 =
𝐴. 𝐵

‖𝐴‖. ‖𝐵‖
 

‖𝐴‖ = √12 + 22 + (−1)2 = √6 

‖𝐵‖ = √32 + (−1)2 + 22 = √14 

𝐴. 𝐵 = (1,2,−1). (3,−1,2) ,   →   𝐴. 𝐵 = −1 

cos 𝜃 =
−1

√6 ∗ √14
,→ cos𝜃 = −0.1 → 𝜃 = 95.73 

 

 

 

Find the constant b in vector equation 𝐴 = 2𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑘, orthogonal with 

vector 𝐵 = 4𝑖 − 2𝑗 − 2𝑘 

ان الزاوية بينهما  أيبما انه المتجهير  متعامدين   90° 

𝐴. 𝐵 = ‖𝐴‖. ‖𝐵‖. cos 𝜃 

cos90 = 0 
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𝐴. 𝐵 = 0 

𝐴. 𝐵 = 2 ∗ 4 + 𝑏 ∗ (−2) + 1 ∗ (−2) = 0 

8 − 2𝑏 − 2 = 0 

2𝑏 = 6  , → 𝑏 = 3 

 

 

Prove that the two vector is orthogonal, 𝐴 = 2𝑘 + 2𝑖 − 𝑗  ,               𝐵 = 3𝑖 −

5𝑘 − 4𝑗 

 نرتب المتجهات 

𝐴 = 2𝑖 − 𝑗 + 2𝑘 

𝐵 = 3𝑖 − 4𝑗 − 5𝑘  

𝐴. 𝐵 = 2 ∗ 3 + ((−1) ∗ (−4)) + (2 ∗ (−5))  

𝐴. 𝐵 = 6 + 4−10   ,       →  𝐴. 𝐵 = 0  

   ∴ المتجهان متعامدان    

Find the angle between the vectors 

𝐴 = 2𝑗 − 𝑘 + 𝑖 

𝐵 = 2𝑘 − 𝑗 + 3𝑖  

 

 نرتب المتجهات 

𝐴 = 𝑖 + 2𝑗 − 𝑘 

𝐵 = 3𝑖 − 𝑗 + 2𝑘  

𝐴. 𝐵 = ‖𝐴‖. ‖𝐵‖. cos 𝜃 

cos 𝜃 =
𝐴. 𝐵

‖𝐴‖. ‖𝐵‖
 

‖𝐴‖ = √12 + 22 + (−1)2 = √6 

‖𝐵‖ = √32 + (−1)2 + 22 = √14 

𝐴. 𝐵 = (1,2,−1). (3,−1,2) ,   →   𝐴. 𝐵 = −1 

cos 𝜃 =
−1

√6 ∗ √14
,→ cos𝜃 = −0.1 → 𝜃 = 95.73 

 المحددات او المصفوفات

The Matrix 
اعداد حقيقية تكتب على شكل صفوف   هو مجموعة Raw Column أعمدةاو   محصورة بير    

ين.   قوسير  كببر

 Determineإيجاد  مفكوك او قيمة المحدد 

   |𝐴| = [
𝑎1 𝑏1
𝑎2 𝑏2

] 

|𝐴| = 𝑎1. 𝑏2 − 𝑏1. 𝑎2 
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:  الأولالعمودين  إضافةاما إذا كانت المصفوفة من الدرجة الثالثة فيتم   ي
والثان   

|𝐴| = [
1 2 3
6 4 5
2 0 7

]
1 2
6 4
2 0

 

 

 

 

Example: 

|𝐴| = [
2 −1
3 0

] = 2 ∗ 0 − (−1 ∗ 3) = 3 

|𝐴| = [
1 −2 0
3 4 −1
6 −7 5

]
1 −2
3 4
6 −7

 

|𝐴| = [(1 ∗ 4 ∗ 5) + ((−2) ∗ (−1) ∗ 6) + (0 ∗ 3 ∗ 7) − ((−2) ∗ 3 ∗ 5) − (1

∗ (−1) ∗ (−7) − (0 ∗ 4 ∗ 6))] 

|𝐴| = 20 + 12 − 7 + 30 
|𝐴| = 55 

Example: find |𝐴| 

|𝐴| = [
1 2
3 4

] = 1 ∗ 4 − 6 = −2 

 

𝐺𝑟𝑎𝑚𝑎𝑟 ,𝑠 𝑅𝑢𝑙𝑒 

 قاعدة كرامر 
 لحل المعادلات الخطية باستخدام المحددات نتبع الخطوات التالية: 

 يجب ان يكون عدد المعادلات مساويا او بعدد العناض المجهولة.  -1

,𝑥نرتب كل معادلة بحيث تكون عدد عناضها المجهولة متسلسلة   -2 𝑦, 𝑧    والحد المطلق بعد

 المساواة.  إشارة

Find  𝒙 𝒂𝒏𝒅 𝒚, by 𝑮𝒓𝒂𝒎𝒂𝒓,𝒔 𝑹𝒖𝒍𝒆: 

 
3𝑥 − 𝑦 = 9 

𝑥 + 2𝑦 = −4 

 

|𝐴| = [
3 −1
1 2

] = 3 ∗ 2 − (−1) = 7 

 

نضع الثوابت بدلا من قيم    ‖𝐴𝑥‖لإيجاد  𝑥    ونضع قيم 𝑦: 

 

|𝐴𝑥| = [
9 −1
−4 2

] = 18 − 4 = 14 
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x =
|𝐴𝑥|

|𝐴|
=
14

7
= 2 

 

نضع الثوابت بدلا من قيم    |𝐴𝑦|لإيجاد  𝑦 ونضع قيم    𝑥: 

 

|𝐴𝑦| = [
3 9
1 −4

] = −12 − 9 = −21 

 

y =
|𝐴𝑦|

|𝐴|
=
−21

7
= −3 

Find  𝒙 𝒂𝒏𝒅 𝒚 𝒂𝒏𝒅 𝒛, by 𝑮𝒓𝒂𝒎𝒂𝒓,𝒔 𝑹𝒖𝒍𝒆: 

 
2𝑥 + 𝑧 = −11 − 4𝑦 

3𝑦 − 𝑥 = 2𝑧 − 16 

5𝑧 = 21 + 3𝑦 − 2𝑥 

: نرتب المعادلاتأولا   

 

2𝑥 + 4𝑦 + 𝑧 = −11 

−𝑥 + 3𝑦 − 2𝑧 = −16 

2𝑥 − 3𝑦 + 5𝑧 = 21 

 

|𝐴| = [
2 4 1
−1 3 −2
2 −3 5

]
2 4
−1 3
2 −3

 

 

|𝐴| = (2 ∗ 3 ∗ 5) + (4 ∗ (−2) ∗ 2) + (1 ∗ (−1) ∗ (−3)) − (4 ∗ (−1) ∗ 5)

− (2 ∗ (−2) ∗ (−3) − (1 ∗ 3 ∗ 2) 

 

|𝐴| = 30 − 16 + 3 + 20 − 12 − 6 = 19 

 

|𝐴𝑥| = [
−11 4 1
−16 3 −2
21 −3 5

]
−11 4
−16 3
21 −3

 

 

|𝐴𝑥| = (11 ∗ 3 ∗ 5) + (4 ∗ (−2) ∗ 21) + (1 ∗ (−16) ∗ (−3))

− (4 ∗ (−16) ∗ 5) − (−11 ∗ (−2) ∗ (−3) − (1 ∗ 3 ∗ 21) 

 

|𝐴𝑥| = −165 − 168 + 48 + 320 + 66 − 63 
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|𝐴𝑥| = 38 

x =
|𝐴𝑥|

|𝐴|
=
38

19
= 2 

|𝐴𝑦| = [
2 −11 1
−1 −16 −2
2 21 5

]
2 −11
−1 −16
2 21

 

 

|𝐴𝑦| = (2 ∗ −16) ∗ 5) + ((−11) ∗ (−2) ∗ 2) + (1 ∗ (−1) ∗ (21))

− ((−11) ∗ (−1) ∗ 5) − (2 ∗ (−2) ∗ 21 − (1 ∗ (−16) ∗ 2) 

 

|𝐴𝑦| = −160 + 44 − 21 − 55 + 84 + 32 

 

|𝐴𝑦| = −76 

y =
|𝐴𝑦|

|𝐴|
=
−76

19
= −4 

|𝐴𝑧| = [
2 4 −11
−1 3 −16
2 −3 21

]
2 4
−1 3
2 −3

 

 

|𝐴𝑧| = (2 ∗ 3 ∗ 21) + (4 ∗ (−16) ∗ 2) + (11 ∗ (−1) ∗ (−3))

− (4 ∗ (−1) ∗ 21) − (2 ∗ (−16) ∗ (−3) − ((−11) ∗ 3 ∗ 2) 

 

|𝐴𝑧| = 126 − 128 − 33 + 84 − 96 + 66 

 

|𝐴𝑧| = 19 

z =
|𝐴𝑧|

|𝐴|
=
19

19
= 1 

 

H.W 
Find  𝒙 𝒂𝒏𝒅 𝒚 , by 𝑮𝒓𝒂𝒎𝒂𝒓,𝒔 𝑹𝒖𝒍𝒆: 

 
𝑥 + 8𝑦 = 4 

3𝑥 − 𝑦 = −13 

𝑎𝑛𝑠𝑤𝑒𝑟: 𝑥 = −4, 𝑦 = 1 

 

Find  𝒙 , 𝒚 𝒂𝒏𝒅 𝒛, by 𝑮𝒓𝒂𝒎𝒂𝒓,𝒔 𝑹𝒖𝒍𝒆: 
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2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 2 

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 7 

2𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 4 

𝑎𝑛𝑠𝑤𝑒𝑟: 𝑥 = 3, 𝑦 = −2, 𝑧 = 2 

Solve the equation by partition method: 

𝑦 − 2 + 𝑥 + 𝑧 = 0 

4𝑥 − 3𝑧 + 5𝑦 = −15 

4𝑧 − 23 + 5𝑥 = 3𝑦 

 نرتب المعادلات 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2 

4𝑥 + 5𝑦 − 3𝑧 = −15 

5𝑥 − 3𝑦 + 4𝑧 = 23 

𝐴 = |
1 1 1
4 5 −3
5 −3 4

| 

|𝐴| = |
5 −3
−3 4

| − 1 ∗ |
4 −3
5 4

| + 1 ∗ |
4 5
5 −3

| 

𝐴 = −57 

|𝐴𝑥| = |
2 1 1

−15 5 −3
23 −3 4

| 

|𝐴𝑥| = 2 ∗ |
5 −3
−3 4

| − 1 ∗ |
−15 −3
23 4

| + 1 ∗ |
−15 5
23 −3

| 

|𝐴𝑥| = −57 

 

|𝐴𝑦| = |
1 2 1
4 −15 −3
5 23 4

| 

|𝐴𝑦| = 1 ∗ |
−15 −3
23 4

| − 2 ∗ |
4 −3
5 4

| + 1 ∗ |
4 −15
5 23

| 

|𝐴𝑦| = 114 

+ 
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𝐴𝑧 = |
1 1 2
4 5 −15
5 −3 23

| 

|𝐴𝑧| = 1 ∗ |
5 −15
−3 23

| − 1 ∗ |
4 −15
5 −23

| + 2 ∗ |
4 5
5 −3

| 

|𝐴𝑧| = 171 

𝑥 =
|𝐴𝑥|

|𝐴|
=
−57

−57
= 1 

𝑦 =
|𝐴𝑦|

|𝐴|
=

114

−57
= −2 

𝑧 =
|𝐴𝑧|

|𝐴|
=
−171

−57
= 3 

 

Cross product  ب الاتجاهي   الضن

 

Example -1-                    𝑙𝑒𝑡 𝑢 = (1,2,−2), 𝑣 = (3,0,1) 

𝐹𝑖𝑛𝑑 𝑢 × 𝑣 

𝑢 × 𝑣 = |
𝑖 𝑗 𝑘
1 2 −2
3 0 1

| 

𝑢 × 𝑣 = |
2 −2
0 1

 |  𝑖 − |
1 −2
3 1

 |  𝑗 + |
1 2
3 0

 |  𝑘 

𝑢 × 𝑣 = 2𝑖 − 7𝑗 − 6𝑘 

 

Example -2-                    𝑙𝑒𝑡 𝑢 = (1,2,−3), 𝑣 = (−4,1,2) 

𝐹𝑖𝑛𝑑 𝑢 × 𝑣 

𝑢 × 𝑣 = |
𝑖 𝑗 𝑘
1 2 −3
−4 1 2

| 
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𝑢 × 𝑣 = |
2 −3
1 2

 |  𝑖 − |
1 −3
−4 2

 |  𝑗 + |
1 2
−4 1

 |  𝑘 

= (4 − (−3))𝑖 − (2 − 12)𝑗 + 9𝑘 

𝑢 × 𝑣 = 7𝑖 + 10𝑗 + 9𝑘 

 

Example -3-                    𝑙𝑒𝑡 𝑢 = (0,1,−2), 𝑣 = (3,0,−4) 

𝐹𝑖𝑛𝑑 𝑢 × 𝑣 

𝑢 × 𝑣 = |
𝑖 𝑗 𝑘
0 1 −2
3 0 −4

| 

= −4𝑖 − 6𝑗 + (−3)𝑘 

𝑢 × 𝑣 = −4𝑖 − 6𝑗 − 3𝑘 

  : ب الاتجاهي ي حالة الض 
 لإيجاد الزاوية المحصورة بير  المتجهير  ف 

sin 𝜃 =
|𝐴 × 𝐵|

|𝐴|. |𝐵|
 

Example: 

𝐴 = 2𝑗 − 𝑘 + 𝑖 

𝐵 = 2𝑘 − 𝑗 + 3𝑖 

Find the angle between two vectors. 

 نرتب المعادلات

𝐴 = 𝑖 + 2𝑗 − 𝑘 

𝐵 = 3𝑖 − 𝑗 + 2𝑘 

|𝐴| = √12 + 22 + (−1)2 = √6 

|𝐵| = √32 + (−1)2 + 22 = √14 

𝐴 × 𝐵 = |
𝑖 𝑗 𝑘
1 2 −1
3 −1 2

| 

𝐴 × 𝐵 = 3𝑖 − 5𝑗 − 7𝑘 
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|𝐴 × 𝐵| = √32 + (−5)2 + (−7)2 = √83 

sin 𝜃 =
|𝐴 × 𝐵|

|𝐴|. |𝐵|
 

sin 𝜃 =
√83

√14. √6
= 0.99 

𝜃 = sin−1 0.99 

𝜃 = 83.7° 

 

 Differentialالتفاضل 

الدوال:  أنواع  

ية  -1 𝑦الدوال الجبر = 𝑓(𝑥) 

ية )الدوال المتسامية( وتنتمىي اليها الدوال المثلثية مثل  -2 𝑦دوال ليست جبر = sin 𝑥 

𝑦الدوال العكسية  -3 = sin−1 𝑥 

𝑦 ةالدوال اللوغاريتمي -4 = ln 𝑥  

𝑦الدوال الاسية  -5 = 𝑒𝑥 

 

 Derivativesالمشتقة 
 صيغ الاشتقاق: 

1) 𝑦 = 𝑢𝑛 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑛. 𝑢𝑛−1. 𝑢 

 

2) 𝑦 = (𝑢 − 𝑎)𝑛 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑛. (𝑢 − 𝑎)𝑛−1. 𝑢 

 

3) 𝑦 = 𝑢. 𝑣 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑢 ∗ 𝑣 + 𝑣 ∗ 𝑢 

: تساوي الدالة الأولى * مشتقة الدالة الثانية + الدالة الثانية *  ب دالتير  مشتقة حاصل ض 

. الأولى مشتقة الدالة   

4) 𝑦 =
𝑢

𝑣
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑣. 𝑢 − 𝑢. 𝑣

𝑣2
 

 

ن تساوي:    مشتقة حاصل قسمة دالتي 
المقام∗مشتقة البسط−البسط∗مشتقة  المقام

المقام تربيع 
 

5) 𝑦 = 𝑢1 + 𝑢2 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑢1 + 𝑢2 

 

6) 𝑦 = 𝑐 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

Examples 

1) 𝑦 = 3 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

 

2)   𝑦 = 𝑥 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 

 

3)  𝑦 = 3𝑥2 − 5𝑥 + 2 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 6𝑥 − 5 

4)  𝑦 = 8𝑥 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 8 

 

5) 𝑦 =
2𝑥+1

𝑥3−𝑥
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
(𝑥3 − 𝑥) ∗ 2 − [(2𝑥 + 1) ∗ (3𝑥2 − 1)]

(𝑥3 − 𝑥)2
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
(2𝑥3 − 2𝑥) − (6𝑥3 − 2𝑥 + 3𝑥2 − 1)

(𝑥3 − 𝑥)2
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
−4𝑥3 − 3𝑥2 + 1

(𝑥3 − 𝑥)2
 

 

 

6) 𝑦 = (2𝑥2 − 5𝑥 + 3)10 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 10(2𝑥2 − 5𝑥 + 3)9 ∗ (4𝑥 − 5) 

 

7) 𝑦 = √𝑥3 − 3𝑥 + 1
3

 

𝑦 = (𝑥3 − 3𝑥 + 1)1 3⁄  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
1

3
(𝑥3 − 3𝑥 + 1)−2 3⁄ ∗ (3𝑥2 − 3) 

 

8) 𝑦 = 6 √3𝑥2 + 4 

𝑦 = 6 ∗ (3𝑥2 + 4)1 2⁄  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 6 ∗

1

2
(3𝑥2 + 4)−1 2⁄ ∗ (6𝑥) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

18𝑥

√3𝑥2 + 4
 

 

9) 𝑦 = 3𝑥2 − 5𝑥 + 9 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 6𝑥 − 5 

 

 

10) 𝑦 = (𝑥2 + 1) ∗ (𝑥3 + 3) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (𝑥2 + 1) ∗ (3𝑥2) + (𝑥3 + 3) ∗ (2𝑥) 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 5𝑥4 + 3𝑥2 + 6𝑥 

 

 

 

 

 

 

Find 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 

1) 𝑦 = √𝑥2 + 1 

2) 𝑦 = 𝑥2 +
1

𝑥2
 

3) 𝑦 =
2+𝑥

2𝑥−1
 

4) 𝑦 = √2𝑥 

5) 𝑦 =
√1+𝑥4
4

𝑥
 

6) 𝑦 = (
𝑥+1

𝑥−1
)2 

7) 𝑦 =
𝑥3−2

√𝑥
 

8) 𝑦 = (𝑥3 + 3𝑥2 + 5)2 

9) 𝑦 = 𝑥2 ∗ √𝑥3 + 1 

 

 

 

الدالة( )الدالة المركبة(قاعدة السلسلة )دالة     (Chain Rule) 

  If 𝑦 = 𝑓(𝑡), 𝑡 = 𝑓(𝑥) 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
=      ,

𝑑𝑡

𝑑𝑥
= 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑡
∗
𝑑𝑡

𝑑𝑥
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Ex (1): find 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

y = 3𝑢2 + 1 

u = 2x − 3 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑢
= 6𝑢 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 2 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑢
∗
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

      = 6𝑢 ∗ 2 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 12𝑢 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 12 ∗ (2𝑥 − 3) = 24𝑥 − 36 

 

Ex (2): 

If you know 

𝑢 = 8 − 3𝑥3 + 2 

𝑦 = 𝑢100 

Find 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

𝑑𝑦

𝑑𝑢
= 100𝑢99  

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= −9𝑥2  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑢
∗
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 100𝑢99 ∗ −9𝑥2  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −900𝑥2 ∗ (8 − 3𝑥3 + 2)99  

Ex (3): 

If you know 

𝑢 = 𝑥2 − 𝑥 + 4 

𝑦 = 𝑢23 

Find 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

𝑑𝑦

𝑑𝑢
= 23𝑢22  
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𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 2𝑥 − 1  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑢
∗
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 23𝑢22 ∗ (2𝑥 − 1)  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 23(𝑥2 − 𝑥 + 4)22 ∗ (2𝑥 − 1)  

H.W.-1- 

𝑧 = 𝑥2 + 1 

𝑦 = 𝑧3 2⁄  

Find 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

H.W.-2- 

𝑤 = 3𝑥 

𝑦 = 𝑤2 − 𝑤−1 

Find 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 :Impact function تفاضل الدالة الضمنية

ين من الدالة   ي لا يمكن استخراج أحد المتغبر
الدالة الضمنية: هي تلك الدالة الت 

ات عن بعضها  البعض(.  بدلالة المتغبر الاخر، )لا نستطيع فصل المتغبر  

𝑦بعد كل اشتقاق ل  نضع  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 

EX:(1) 

𝑥4. 𝑦 − 2𝑥2 = 3𝑦−3 

𝑥4.
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 ∗ 4𝑥3 − 4𝑥 = −9𝑦−4.

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

𝑥4.
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 9𝑦−4.

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 4𝑥 − 4𝑦𝑥3 

(𝑥4 + 9𝑦−4)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 4𝑥 − 4𝑦𝑥3 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
4𝑥 − 4𝑦𝑥3

𝑥4 + 9𝑦−4
 

 

EX:(2) 

𝑦4 − 𝑥𝑦2 + 𝑥2 − 2 = 0 
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4𝑦3
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− [𝑥. 2𝑦.

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦2 ∗ 1] + 2𝑥 = 0 

4𝑦3
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− −2𝑥𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦2 + 2𝑥 = 0 

4𝑦3
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− −2𝑥𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦2 − 2𝑥 

(4𝑦3 − 2𝑥𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦2 − 2𝑥 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦2 − 2𝑥

4𝑦3 − 2𝑥𝑦
 

 

   اشتقاق الدوال المثلثيةقواعد 

𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 →
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑐𝑜𝑠𝑥   

𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 →
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑠𝑖𝑛𝑥  

𝑦 = 𝑡𝑎𝑛𝑥 →
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑠𝑒𝑐2𝑥                                                   

𝑦 = 𝑠𝑒𝑐𝑥 →
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑠𝑒𝑐𝑥 𝑡𝑎𝑛𝑥  

𝑦 = 𝑐𝑠𝑐𝑥 →
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑐𝑠𝑐𝑥 𝑐𝑜𝑡𝑥  

𝑦 = 𝑐𝑜𝑡𝑥 →
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑐𝑠𝑐2𝑥  

Examples: 

1) 5𝑦2 + 𝑠𝑖𝑛𝑦 = 𝑥2 

10𝑦.
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑐𝑜𝑠𝑦 ∗

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
(10𝑦 + 𝑐𝑜𝑠𝑦) = 2𝑥  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2𝑥

10𝑦+𝑐𝑜𝑠𝑦
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2) If 𝑦 = cos 𝑡        𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 𝑡  

    𝑓𝑖𝑛𝑑 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
  

  
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= − sin 𝑡  ,

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= cos 𝑡 →  

𝑑𝑡

𝑑𝑥
= 1

cos𝑡
 

  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
* 
𝑑𝑡

𝑑𝑥
 

       = −𝑠𝑖𝑛 𝑡 ∗  1

cos𝑡
 

   𝑑𝑦
𝑑𝑥
 =  −𝑡𝑎𝑛 𝑡 

 

3) 𝑦 =  𝑠𝑖𝑛 (𝑥 + 1) 

  𝑑𝑦
𝑑𝑥
 =  𝑐𝑜𝑠 (𝑥 + 1) 

 

4) 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 5𝑥                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                              

   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 =  −𝑠𝑖𝑛 5𝑥 ∗  5 = −5 𝑠𝑖𝑛 5𝑥     

 

 

5) 𝑡𝑎𝑛 (2 − 𝑥) = 𝑦 

   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 =  𝑠𝑒𝑐2(2 − 𝑥)  ∗  −1  

   𝑑𝑦
𝑑𝑥
 =  − 𝑠𝑒𝑐2(2 − 𝑥) 

 

6)  𝑦 =  𝑠𝑒𝑐(2𝑥 − 1) 

   𝑑𝑦
𝑑𝑥
 = 𝑠𝑒𝑐(2𝑥 − 1)  𝑡𝑎𝑛(2𝑥 − 1) ∗  2 

   𝑑𝑦
𝑑𝑥
 =  2 𝑠𝑒𝑐(2𝑥 − 1)  𝑡𝑎𝑛(2𝑥 − 1) 

 



 

52 

7) 𝑦 =  𝑐𝑠𝑐(𝑥 2 +  7𝑥) 

     
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 =  −𝑐𝑠𝑐(𝑥2  +  7𝑥)  ∗  𝑐𝑜𝑡(𝑥2  +  7𝑥)  ∗ (2𝑥 +  7) 

 

8) 𝑦 =  𝑠𝑒𝑐2𝑥 – 𝑡𝑎𝑛2𝑥 

  𝑑𝑦
𝑑𝑥
  =  2 𝑠𝑒𝑐 𝑥 ∗  𝑠𝑒𝑐 𝑥. 𝑡𝑎𝑛 𝑥 –  2𝑡𝑎𝑛 𝑥. 𝑠𝑒𝑐2𝑥 

       =   2 𝑠𝑒𝑐2𝑥 𝑡𝑎𝑛𝑥 –  2 𝑠𝑒𝑐2𝑥 𝑡𝑎𝑛𝑥 

  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

 

 

9) 𝑦 =  𝑠𝑖𝑛3𝑥 

   𝑑𝑦
𝑑𝑥

=  3𝑠𝑖𝑛2𝑥 ∗  𝑐𝑜𝑠𝑥 

 

10) 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠(𝑠𝑖𝑛 𝑥) 

    𝑑𝑦
𝑑𝑥
 =  −𝑠𝑖𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥)  ∗  𝑐𝑜𝑠 𝑥 

 

11) 𝑦 =     (𝑐𝑠𝑐 𝑥 +  𝑐𝑜𝑡 𝑥)−1 

    𝑑𝑦
𝑑𝑥

 = −1 (𝑐𝑠𝑐 𝑥 +  𝑐𝑜𝑡 𝑥)−2 ∗  (−𝑐𝑠𝑐 𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥 –  𝑐𝑠𝑐2 𝑥) 

          = csc𝑥 (cot 𝑥+csc𝑥)
(csc𝑥+cot 𝑥)2

 

     
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= csc𝑥

csc𝑥+cot𝑥
  

 

 12) 𝑦 = sin
𝑥−2

𝑥+3
   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑐𝑜𝑠

𝑥−2

𝑥+3
 * 

𝑥+3−(𝑥−2)

(𝑥+3)2
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑐𝑜𝑠

𝑥−2

𝑥+3
 * 

5

(𝑥+3)2
 

 

13) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛2 (3𝑥 − 2) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2 sin(3𝑥 − 2) ∗ cos(3𝑥 − 2) ∗ 3  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 6 sin(3𝑥 − 2) cos (3𝑥 − 2)  

 

 

14) 𝑦 = (1+ cos2𝑥)
2

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2(1 + cos 2𝑥) ∗ − sin 2𝑥 ∗ 2   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −4 sin 2𝑥 (1 + cos 2𝑥)  

 

15) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑜𝑠(2𝑥− 5) ) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑐𝑜𝑠[cos(2𝑥 − 5)] * -sin (2x-5) * 2 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −2 sin(2𝑥 − 5) cos (cos 𝑥(2𝑥 − 5))  

 

16) Find  𝑦 " 

𝑦 = tan 𝑥  

𝑦− = 𝑠𝑒𝑐2𝑥  

𝑦” = 2 sec 𝑥 ∗ sec 𝑥 . tan 𝑥  

𝑦" = 2 𝑠𝑒𝑐2𝑥  tan  𝑥  

 

 الدالة الاسية

The exponential function 

الدالة الاسية =الدالة الاسية نفسها * مشتقة الاس *مشتقة  ln   ،الأساس Lne=1 
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            Example: 

1) 𝑦 = 𝑒3𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒3𝑥 ∗ 3 = 3𝑒3𝑥  

 

2) 𝑦 = 𝑥 𝑒𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥𝑒𝑥 + 𝑒𝑥  

 

3) 𝑦 = 𝑒𝑥 . 𝑥3 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒𝑥 . 3𝑥2 + 𝑥3𝑒𝑥  

 

4) 𝑦 = 𝑥5𝑒𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥5. 𝑒𝑥 + 𝑒𝑥 ∗ 5𝑥4  

5) 𝑦 =
𝑥4

𝑒𝑥
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑒𝑥∗4𝑥3−𝑥4∗𝑒𝑥

(𝑒𝑥)2
  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

4𝑥3𝑒𝑥−𝑥4𝑒𝑥

𝑒2𝑥
  

 

6) 𝑦 = √𝑥𝑒𝑥 + 3𝑥 

𝑦 = (𝑥𝑒𝑥 + 3𝑥)
1
2⁄   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1

2
(𝑥𝑒𝑥+3𝑥)

1
2⁄ * (𝑥𝑒𝑥 + 𝑒𝑥 + 3) 
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7) 𝑦 = (2𝑥 − 1)𝑒2𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (2𝑥 − 1) ∗ 𝑒2𝑥 . 2 + 𝑒2𝑥 ∗ 2  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (4𝑥 − 2)𝑒2𝑥 + 2𝑒2𝑥  

: الطبيعي ماللوغاريت دالة   

𝑦 =lnx 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑥
  

  ln = مشتقة ما بعدlnمشتقة ال
1

𝑙𝑛 مابعد
   *   

Example: 

1) 𝑦 = ln(2𝑥 + 7) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

2𝑥+7
 * 2x 

 

2) 𝑦 = ln(𝑥2 + 8) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑥2+8
* 2x 

 

3) 𝑦 = ln(𝑙𝑛𝑥) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑙𝑛𝑥
.
1

𝑥
=

1

𝑥.𝑙𝑛𝑥
  

4) y = ln xx 

 y = x ln x 

dy = x. 
1

𝑥
+ ln 𝑥  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 + ln 𝑥 

5) y = ln 5 x2 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

5∗𝑥2
 . 10 x 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
2

𝑥
 

6) y = ln 3x 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=  

1

3𝑥
 . 3 =  

1

𝑥
 

7) y = ln sin 5 x  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 

1

sin5𝑥 
 cos 5x * 5 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 

5 cos 5𝑥

sin5 𝑥
  = 5 cot 5x 

 8) y = ln ( sin e x  ) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 = 

1

sin 𝑒𝑥 
 * cos e x . e x 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 =  e x cot e x 

9) y = 
𝑒2𝑥   + 𝑒−2𝑥

𝑒2𝑥 
 

 Y = 
𝑒2𝑥   

𝑒2𝑥   
 + 

𝑒−2𝑥   

𝑒2𝑥   
 

Y = 1 + 𝑒−4𝑥    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 + 𝑒−4𝑥   ∗  −4 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −4 𝑒−4𝑥    

 

10) y = sec √𝑒2𝑥 + 1 

 Put  u = 𝑒2𝑥+1 

Y = sec √𝑢 
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𝑑𝑦

𝑑𝑢
= sec√𝑢  . tan √𝑢  * 

1

2
 u -1/2  

𝑑𝑢

𝑑𝑥 
 = 𝑒2𝑥 . 2 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 = 

𝑑𝑦

𝑑𝑢
 . 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 = sec √𝑢   tan √𝑢  * 

1

2
 u-1/2   * 2 e2x 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 = sec √𝑒2𝑥 + 1   tan √𝑒2𝑥 + 1   * 𝑒2𝑥 * (𝑒2𝑥+1) -1/2 

 

11) y = x2 *ln (2 x) 

Y/ = x2 * 
1

2𝑥 
 * 2 + ln (2x) * 2x 

Y/ =x + 2x ln (2x) 

12) y = ln (tan x + sec x) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 

1

tan𝑥+sec𝑥 
 * (sec2 x + sec x tan x) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
   = 

1

tan𝑥+sec𝑥 
 * sec x (sec x + tan x)  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= sec x  

 

 

 

 

ax    اشتقاق الدالة الاسية من نوع  

     

Y = ax 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= au . ln a . 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
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lnمشتقة اي دالة اسية هي مشتقة الاس *  الاساس * الدالة الاسية نفسها   

Example: 

  1. y =3𝑥
4   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3𝑥

4
∗ 4𝑥3 ∗ ln 3 

2. y = 10lnx 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 10lnx    *

1

𝑥
* ln 10 

3. y= (x2 + 1)sinx 

   Lny= ln (x2 + 1)sinx 

Lny = sin x   ln (x2 + 1) 

1

𝑦
 . 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= sin x* 

1

𝑥2+1
*2x +ln (x2+1) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= y *[( sin x 

2𝑥

𝑥2+1
) + cos x ln (x2+1)] 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=(x2 + 1)sinx . [( sin x 

2𝑥

𝑥2+1
) + cos x ln (x2+1)] 

 

 ملاحظة:  

كن يالايجاد مشتقة أي دالة فيها متغبر ول x( ة (ناخذ  xمرفوع الى اس هو ايضا حالة متغبر

ln    ثم تطبيق خاصية الرفع الطرفير .  

𝟒)       𝒚 = 𝑿𝒍𝒏𝒙+𝒙 

𝒍𝒏𝐲 = 𝒍𝒏𝒙𝒍𝒏𝒙+𝒙 

𝐥𝐧𝐲 = (𝐥𝐧𝐱 + 𝐱) ∗ 𝐥𝐧𝐱 

=(𝐥𝐧𝐱)𝟐 + 𝐗  𝐥𝐧𝐱   lny 
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𝟏  

𝐲
   .   

𝐝𝐲

𝐝𝐱
= 𝟐𝒍𝒏𝒙.     

𝒙
+   x.  

𝟏

𝒙 
        +lnx 

     

   
dy

dx
= 𝑦(   2𝑙𝑛𝑥.     

𝑥
+ lnx + 1)  

 

 

 

 

 

المشتقة تطبيقات على   

ي الدالة عند نقطة معينة: 
-ايجاد ميل المماس لمنحت   

𝑦إذا كانت   = 𝑓(𝑥) ي فان  
تمثل منحت  𝑦 = 𝑓(𝑥) ي  

تمثل ميل المماس عند أي نقطة على المنحت 

 . ي
 وتسمى ميل المنحت 

  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
اولا نوجد         

 

Example 1:  

X2 + y2 +3xy = 1              at (1, 2) find the tangent eq. 

 اوجد معادلة المماس 

2x + 2y. 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 + 3x . 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 3𝑦 = 0 

2x + 3y + 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
(2𝑦 + 3𝑥) = 0 

2+6+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
∗ (4 + 3)) = 0 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 (7) = -8 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑀 = 

−8

7
 

 معادلة المماس 
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y-y1=M(x-x1) 

y-2=
−8

7
 (x-1) 

 معادلة العمود

y-2 =
7

8
(x-1) 

 

المماس( / ميل  1) -ميل العمود =   

 

 

 

Example 2  

4x2+ 5y2=21    at (2,1) 

8x + 10 y .
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 =0 

8 * 2 + 10 * 1* 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 =0 

16 = - 10 * 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 = M = 

−16

10
 =
−8

5
 

Y – 1=
−8

5
 . (X-2) 

Y – 1= 
5

8
∗(x-2) معادلة العمود 

Example 3  

Find the point included to the curve  𝑦 = 𝑥2 − 3𝑥 + 5, when the tangent 

parallel the line its equation is 𝑥 − 𝑦 = 5 

ي 
𝑦جد نقطة تنتمىي الى المنحت  = 𝑥2 − 3𝑥 + ،عندما المماس يوازي المستقيم الذي 5

𝑥معادلته           − 𝑦 = 5 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 =M=2x-3 
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M=
𝑥 معامل −

𝑦 معامل 
=
−1

−1
=1 

∴بما ان المماس يوازي المستقيم،   ميلهما متساوي   

2x-3=1 

2x=4 

X=2 

Y=4-6+5=3 

  (2,3)النقطة هي 

 

 

  

Example 4 

Find the equation of tangent and perpendicular on it for curve                            

𝑦 = 2𝑥 +
3

𝑥2+2
     𝑎𝑡 𝑥 = −1 

ي 
𝑦جد معادلة كل من المماس والعمود على المماس للمنحت  = 2𝑥 +

3

𝑥2+2
     𝑎𝑡 𝑥 = −1 

  𝑦 = 2 ∗ (−1) +
3

(−1)2+2
        y=-1     (-1,-1)  النقطة 

Y’=2+
−3∗2𝑥

(𝑥2+2)2
  

Y=-1 

(-1,-1) النقطة     

Y’=2-
6𝑥

(𝑥2+2)2
  =M 

Y’=2-
6∗−1

((−1)2+2)2 
   

Y’=2+
6

 9
  =

8

 3
 

 

 معادلة المماس 

Y+1=
8

 3
 (𝑥 + 1) 
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3y+3=8x+8 

3y+1=
−3

 8
 (x+1) 

8y+8 = -3x-3 

8y + 3x +11=0 

 

Example 5 

ي كي يمس المستقيم     c جد قيمة الثابت  
  y=xلمعادلة المنحت 

Find the constant C, at the curve function equation to touch the line 

y=x 

𝑦 = 𝑋2 + 𝐶   

y=x 

ي يمس المستقيم، اذا 
ي =ميل المستقيم بما ان المنحت 

ميل المنحت   

 

       dy
dx

= 2𝑥  ي
        ميل المنحت 

 

         
dy

dx
= 1 = 𝑚 ميل المستقيم 

ي 
𝑚 المنحت  =  𝑚 المستقيم 

M=1=2x  

X=
1

2
 

Y=x 

X=
1

2
 

ي نقطة التماس ) حدا
انر

1

2
،
1

2
ي والمستقيم 

كة بير  المنحت 
(      نقطة التماس هي نقطة مشب 

 : -فيجب ان تحقق معادلة كلا المنحنيير   

𝒚 = 𝑿𝟐 + 𝑪   

1

2
= (

1

2
)𝟐 + 𝑪 



 

63 

        

C=
1

2
−

1

4
=

1

4
 

𝒚 = 𝑿𝟐 +
1

4
   

 

 

 

 

 

 

 

 

 تطبيقات التفاضل )المشتقة( في السرعة والتعجيل 
 

              If you know that the equation 𝒅 = 𝒕𝟑 + 𝒕 + 𝟓, is the function of                    
distance at meters and it’s the time at second, find the velocity 
and acceleration at the six second.   

𝒅اذا كانت العلاقة   = 𝒕𝟑 + 𝒕 + 𝟓 تمثل حركة جسم على خط مستقيم حيث   d تمثل   
tالازاحة بالامتار و  الزمن بالثواني، جد السرعة للجسم في أي زمن، ثم جد موضعه وسرعته   
 وتعجيله عند الثانية السادسة من بدء الحركة. 

𝒅 = 𝒕𝟑 + 𝒕 + 𝟓  

𝒗 = 𝟑𝒕𝟐 + 𝟏 

𝑑 = 63 + 6 + 5 = 227m  

𝒗 = 𝟑 ∗ 𝟔𝟐 + 𝟏 =   𝟏𝟎𝟗  𝒎/𝒔 

𝒂 = 𝟔𝒕 = 𝟔 ∗ 𝟔 = 𝟑𝟔    𝒎/𝒔² 
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A body moving in a straight line, find the distance, when the velocity is 
(1

𝑚

𝑠
) , 𝑑 = √2𝑡2 + 18, where d is the distance. 

 

متر/ثانية  1جسم يتحرك بخط مسقيم احسب بعده عندما تكون السرعة    

 

d= √𝟐𝒕𝟐 + 𝟏𝟖 

𝐝   
 ̅(𝐭) = 𝐯 =

𝟏

𝟐
∗ (𝟐𝒕𝟐 + 𝟏𝟖)­½       ∗ 𝟒𝐭  

 =1V=
𝟐𝒕

√𝟐𝒕𝟐+𝟏𝟖     
 

2t= √𝟐𝒕𝟐 + 𝟏𝟖 

𝟒𝒕𝟐 = 𝟐𝒕𝟐 + 𝟏𝟖 

𝟐𝒕𝟐 = 𝟏𝟖 

  

𝒕𝟐 = 𝟗 → 𝒕 = 𝟑 

𝐝 = √𝟐𝒕𝟐 + 𝟏𝟖 

𝒅 = √𝟐 ∗ 𝟑𝟐 + 𝟏𝟖 

d=√𝟑𝟔    =6 

 Integralالتكامل                               
هو عملية عكس التفاضل أي هي عملية مراد فيها ايجاد دالة علمت مشتقتها ويرمز العملية  
ʃالتكامل   
𝑓 ̅(𝑥) = g(𝑥) 

∫g(𝑥) = f(𝑥) + 𝑐 

cحيث ان  ثابت التكامل  هو    

                 Undifined integral         :قواعد التكامل غبر المحدد
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a)∫𝑑𝑥القاعدة الاولى                                                = 𝑥 + 𝑐 

∫(bالقاعدة الثانية                                         𝑥2 𝑑 =
𝑥𝑛+1

𝑛+1
+ 𝑐 

 

1­∫ 𝑥4   dx =
𝑥5

5 
+ 𝑐 

2­∫√𝑛 𝑑𝑥 = ∫𝑛
1
2⁄  𝑑𝑥 =

𝑛
3
2⁄

3
2
  
+ 𝑐 

=
2

3
∗ 𝑛

3
2⁄  +c 

3­∫
𝑑𝑥

𝑥3 
= ∫𝑥−3𝑑𝑥 =

𝑥−2

−2
+ 𝑐 

=
−1

2𝑥2 
+ 𝑐 

4­∫ 6𝑥2dx   =
6𝑥3 

3
+ 𝑐 = 2𝑥3 + 𝑐 

c)∫[  𝑓(𝑥)القاعدة الثالثة                        + 𝑔(𝑥)] 𝑑𝑥 

=∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 

 

 

 

5­∫(6x2 − 5x + 3) dx 

 

=
6𝑥3 

3
−

5𝑥2

2
+ 3𝑥 + 𝑐 

=2𝑥3 −
5𝑥2

2
+ 3𝑥 + 𝑐 

6­ ∫ (𝑡 −
2

𝑡2
+ 3)𝑑𝑡 

=
𝑡2

2
−

2𝑡−1

−1
+ 3𝑡 + 𝑐 

=
𝑡2

2
+

2

𝑡
+ 3𝑡 + 𝑐 

̅̅  𝑓القاعدة الرابعة                                  ̅(𝑥 )            D)∫[𝑓(𝑥)]ⁿ     
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 اذا كانت دالة قابلة الاشتقاق ومرفوعة لاس فيجب توفر مشتقة داخل القوس  
7­  ∫(x2 + 3x − 5)⁴(2x + 3) dx 

=
(𝑥2+3𝑥−5)⁵

5
+c 

8­   ∫
6x

(3x2+5)⁷
dx 

∫(3𝑥2 + 5)−7. 6𝑥    𝑑𝑥 

=
(3𝑥2+5)⁻⁶

−6
+c=

−1

(3𝑥2+5)⁻⁶
+c 

9­ ∫
(𝑥2+1)𝑑𝑥

√2𝑥3 +6𝑥+5
3  

∫(𝑥2 + 1)(2𝑥3 + 6𝑥 + 5)⁻⅓ 𝑑𝑥 

∫(𝑥2 + 1)(2𝑥3 + 6𝑥 + 5)−⅓ ∗
6

6
   dx 

(2𝑥3 + 6𝑥 + 5)⅔ 

2
3⁄

 ∗
1

6
+ 𝑐 

=
1

6
∗
3

2
∗ (2𝑥3 + 6𝑥 + 5)⅔  + 𝑐 

 

 

10­   ∫
5𝑥4+2𝑥

𝑥3
 𝑑𝑥 

∫(5𝑥4 + 2𝑥). 𝑥−3  dx 

=∫5𝑥 + 2𝑥−2  dx 

=
5𝑥2

2
+

2𝑥−1

−1
+ 𝑐 

11­    ∫(𝑥2 + 2)7. 𝑥. dx                 *
2

2
 

=
1

8∗2
(𝑥2 + 2)8 + 𝑐 

=
1

16
(𝑥2 + 2)8 + 𝑐 

 

12­∫
𝑑𝑥

9𝑥2+12𝑥+4
   

 نلاحظ ان المقام مرب  ع كامل )نحلل بالتجربة (  
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= ∫
𝑑𝑥

   (3𝑥+2)2
=∫(3𝑥 + 2)−2dx 

=
1

3
∗
(  3𝑥+2)−1

−1
+c 

13-    ∫(𝑥 + 3)(𝑥2 + 6𝑥 + 1)
5
2⁄  

=   ∫2 ∗ (𝑥 + 3) ∗
1

2
(𝑥2 + 6𝑥 + 1)

5
2⁄  dx 

 =  
1

2
(𝑥2 + 6𝑥 + 1)

7
2⁄ ∗ 2

7
+ 𝑐 

=
(𝑥2+6𝑥+1)

7
2⁄

7
+c 

14- ∫ 𝑥2 (7 − 2𝑥3)⁴dx 

           ∫𝑥2 (7 −2𝑥3)⁴ ∗
−6

−6
𝑑𝑥  

−1

6
∗
(7 −2𝑥3)⁵

5
+ 𝑐 

−1

30
∗ (7 − 2𝑥3)5 + 𝑐 

15₋ ∫
𝑥

√𝑥2+9
𝑑𝑥 

=∫(𝑥2 + 9)⁻½ ∗ 𝑥 ∗
2

2
 𝑑𝑥 

=
1

2
(x2 + 9)

1
2⁄ *2+c 

16-∫
𝑑𝑥

𝑥
= ln 𝑥 + 𝑐   

𝑒𝑥تكامل     يجب توفير مشتقة الاس   لكن الدالة الاسية نفسها     
𝑎𝑥   تكامل ln و    الاس مشتقة  توفير يجب  لكن نفسها الاسية الدالة    الاساس     

17-   ∫ 𝑒2𝑥 𝑑𝑥   

1

2
∫ 𝑒2𝑥 ∗ 2 𝑑𝑥              

1

2
𝑒2𝑥 + 𝑐   

18-  ∫ 𝑒𝑥
2−2𝑥+1          

(2x − 2)  dx 
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=𝑒𝑥
2−2𝑥+1        +c  

19- ∫
𝑒√𝑥−1

√𝑥−1
𝑑𝑥     

=∫ 𝑒√𝑥−1     (x − 1)½    𝑑𝑥  

= 2𝑒√𝑥−1+c  
  

20- ∫
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

𝑒𝑥+𝑒−𝑥
𝑑𝑥     

𝑑

𝑑𝑥
ln 𝑥   =

1

𝑥
 

𝑑

𝑑𝑥
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥 = 𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥 

 البسط هو مشقة المقام 
=𝑙𝑛(𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥) + 𝑐 

21- ∫
𝑥

(𝑥+1)
𝑑𝑥  

= ∫
𝑥 + 1 − 1

𝑥 + 1
𝑑𝑥 

= ∫
𝑥 + 1

𝑥 + 1
− ∫

1

𝑥 + 1
𝑑𝑥 

=𝑑𝑥 −
1

𝑥+1
𝑑𝑥 

=x-ln(𝑥 + 1) + 𝑐 

22-  ∫
1−𝑥

1+√𝑥
𝑑𝑥   

=∫
(1−√𝑥)(1+√𝑥)

(1+√𝑥)
𝑑𝑥 

=∫𝑑𝑥 − ∫√𝑥   𝑑𝑥 

=x-𝑥
3
2⁄  *

2

3
+c 

23-  ∫ sin 3𝑥    𝑑𝑥   

 يجب توفير مشتقة الزاوية 

=
−1

3
cos 3𝑥 + 𝑐 

  24­    
∫(sin 𝑥)2 cos 𝑥     𝑑𝑥 
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=
(sin𝑥)³

3
+ 𝑐 

25-      ∫(1 − sin ²(3𝑡))   cos 3𝑡     𝑑𝑥    

∫(cos 3𝑡 − sin ²(3𝑡) cos 3𝑡 )𝑑𝑥 

1

3
sin 3𝑡 −

1

3
     

sin³(3𝑡)

3
+ 𝑐 

 

26-    ∫
cos√𝑥

√𝑥
𝑑𝑥 

= ∫cos 𝑥½ * 𝑥−½dx 

=-2sin √𝑥+c 

27-  ∫ sin 𝑥 cos 𝑥 [sin 𝑥 + cos 𝑥] 𝑑𝑥        
=sin² 𝑥 cos 𝑥 + cos 𝑥2 sin 𝑥 𝑑𝑥 

=
sin³ 𝑥

3
−

cos³ 𝑥

3
+ 𝑐 

∫
𝑡2−2𝑡4

𝑡4
dx  28- 

=
𝑡2

𝑡4
−

2𝑡4

𝑡4
𝑑𝑡 

=𝑡−2𝑑𝑡 − 2𝑑𝑡 
𝑡−1

−1
− 2𝑡 + 𝑐 

29-∫
𝑑𝑦

𝑐𝑠𝑐𝑦
= ∫ sin 𝑦   𝑑𝑦 = − cos 𝑦 + 𝑐 

30-∫ sin(𝑥 + 9) 𝑑𝑥    = − cos(𝑥 + 9) + 𝑐 

 

31-∫
1

𝑥2
+ sec² 𝜋𝑥 𝑑𝑥 

∫
𝑑𝑥

𝑥2
+∫sec² 𝜋 𝑑𝑥 

=
−1

𝑥
+ 
1

𝜋
tan 𝜋𝑥+c 

32-∫2𝑥 𝑑𝑥 =
2𝑥

𝑙𝑛2
+ 𝑐 

33-∫ 𝑥2𝑒𝑥
3
𝑑𝑥 

=
1

3
𝑒𝑥

3
+ 𝑐 

34-∫𝑥√𝑥2 − 2 𝑑𝑥 

=
1

2
(𝑥2 − 2)

3
2⁄   *

2

3 
+ 𝑐 
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=
1

3  
(𝑥2 − 2)

3
2⁄    + 𝑐 

35-∫
𝑒𝑥

𝑒𝑥+3
    𝑑𝑥 

=ln(𝑒𝑥 + 3) 
𝑑

𝑑𝑥 
  ln 𝑒𝑥 + 3 

=
1

𝑒𝑥 +3
∗ 𝑒𝑥 

  -كامل المحدد:     الت

1) ∫ 𝑐 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

=cx│𝑎
ᵇ  

=cb –ca 

  2) ∫ (𝑥 + 5) 𝑑𝑥
5

2
    

=
𝑥2

2
+ 5𝑥│²

⁵ 

=
25

2
+ 25 − (

4

2
− 10)  

=25.5 

3) ∫ (𝑥2 + 3𝑥) 𝑑𝑥
1

0
  

=
𝑥3

3
+

3𝑥2

2
│⁰
¹   

=
1

3
+

3

2
=

2+9

6
=

11

6
  

4) ∫ (2𝑥2 + 5𝑥)3
3

1
(4𝑥 + 5) 𝑑𝑥 

=
(2𝑥2+5𝑥)

3

3
│¹
ᵌ   

=
(2∗32+15)

3

3
−

2+5

3
 

5)∫ (2𝑥2 + 6𝑥)2
3

1
(2𝑥 + 3) 𝑑𝑥 
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1
2
(2𝑥2 + 6𝑥)3

3
│¹
ᵌ  

 

6) ∫ (𝑥3 + 1)2
1

0
│1
3 𝑑𝑥  

=∫ 𝑥6 + 2𝑥3 + 1 =
𝑥7

7
+

2𝑥4

4
+ 𝑥│⁰

¹1

0
 

Example: 

Find the curve equation, which that its tangent is 4𝑥3 + 18𝑥2 + 8𝑥 + 3, and 

pass the point (1, 11) 

ي الذي ميله   
4𝑥3 اوجد معادلة المنحت  + 18𝑥2 + 8𝑥 +  ( 1,11ويمر بالنقطة ) 3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 4𝑥3 + 18𝑥2 + 8𝑥 + 3 = 𝑀 

𝑑𝑦 = (4𝑥3 + 18𝑥2 + 8𝑥 + 3)𝑑𝑥  

Y=∫(4𝑥3 + 18𝑥2 + 8𝑥 + 3)𝑑𝑥 

Y=4*
𝑥4

4
+

18

3
𝑥3 +

8𝑥2

2
+ 3𝑥 + 𝑐 

11=1+6+4+3+c 

C=-3 

Y=𝑥4 + 6𝑥3 + 4𝑥2 + 3𝑥 − 3 
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Example: 

Find the curve equation, which that its tangent is m= 𝑥 ∗  (𝑥 + 5)2, and pass 

the point (2, 1) 

ي الذي ميله   
m= 𝑥اوجد معادلة المنحت  ∗  (𝑥 + ويمر بالنقطة )   2(5 2, 1 ) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 ∗ (𝑥2 + 10 𝑥 + 25) = 𝑀 

𝑑𝑦 = (𝑥3 + 10𝑥2 + 25𝑥) 𝑑𝑥  

Y=∫(𝑥3 + 10𝑥2 + 25𝑥) 𝑑𝑥 

Y=*
𝑥4

4
+

10

3
𝑥3 +

25𝑥2

2
+ 𝑐 

 

 

 

 

 

Area under curve  

ي 
 المساحة تحت المنحت 

1) Area between 𝑓(𝑥) and x-axis 

A=∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫ 𝑦  𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
 

ي و 
 x-axisالمساحة بير  المنحت 

A=∫ 𝑓(𝑦) 𝑑𝑦 = ∫ 𝑥  𝑑𝑦
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
  

ي و 
    y-axisالمساحة بير  المنحت 

2) Area between two curves  

𝑦1 = 𝑓(𝑥1),   𝑦2 = 𝑓(𝑥2) 

A = ∫ (𝑦1 − 𝑦2) 𝑑𝑥     
𝑏

𝑎
x-axis 

𝑥1 = 𝑔(𝑦1),        𝑥2 = 𝑔(𝑦2) 
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A = ∫ (𝑥1 − 𝑥2) 𝑑𝑦     
𝑏

𝑎
y-axis 

  -ملاحظات: 

1 )  .  إذا اعطانا دالة وحدود تكامل فالحل يكون مباشر

 إذا اعطانا دالتير  بدون حدود تكامل نقاطع الدالتير    ( 2

إذا اعطانا دالة فقط بدون حدود، فالحل يكون بالاعتماد على المحور، فاذا  ( 3

للمحور   بالنسبة  المساحة  معادلة    xاعط  اعط  y=0ضيف  وإذا   ،

.  x=0، نضيف معادلة yالمساحة بالنسبة للمحور   ثم تقاطع الدالتير 

 

 

 

 

Ex1: 

Find the area between the curves Y=2x and x-axis from x=0 to x=2 

A =∫ 𝑦  𝑑𝑥 
𝑏

𝑎
= ∫ 2𝑥

2

0
 

A=
2𝑥2

2
│⁰
²  = 4 𝑢𝑛𝑖𝑡𝑒2 

Ex2: Find the area between the curve y=𝑥2 and line y=3x. 
y=𝑥2, y=3x 

      𝑥2 = 3𝑥 ⟹ 𝑥2 = 3𝑥 = 0                     

𝑥(𝑥 − 3) = 0, 𝑥 = 0, 𝑥 = 3 

𝐴 = ∫(𝑦1−𝑦2) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

A = ∫3X − x2  dx

3

0

 

=
3𝑋2

2
−

𝑋3

3
│⁰
ᵌ  
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=
3∗92

2
−

33

3
 

=13.5­9=4.5 𝑈𝑛𝑖𝑡𝑒2 

Ex3: Find the area between the curve 𝒚 = 𝒙(𝒙𝟐 − 𝟒) 𝒂𝒏𝒅 𝒙_𝒂𝒙𝒊𝒔 

𝑦 = 𝑥(𝑥2 − 4) 

𝑦 = 0 

𝑥(𝑥2 − 4) = 0 

𝑥 = 0, 𝑥 = ∓2 

A=│𝐴1│ + │𝐴2│ 

A=∫ 𝑋(𝑥2 − 4) + ∫ 𝑋(𝑥2 − 4)
2

0

0

−2
 

=∫ X3 − 4X + ∫ X3
2

0

0

−2
− 4X 

 

=
𝑋4

4
−

4𝑥2

2
│−2
° +

𝑋4

4
−

4𝑥2

2
│⁰
² 

A│4│ + │ − 4│ = 8 𝑢𝑛𝑖𝑡𝑒2 

ي   
 Length of curveطول القوس او طول المنحت 

L=∫ √1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

1) If y=x Find the length of curve from x=1 to x=3 

Y=x  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1, (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

= 1 

L = ∫ √2  
ᵌ

¹

  dx 

L=√2 x |¹
 ᵌ 

 

2) Find the length of curve  𝑦 = 3𝑥
ᵌ
²
⁄ − 1for x=0, x=1 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3 ∗

3

2
𝑥½ 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
9

2
𝑥½ ⟹ (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

=
81

4
𝑥 

L=∫ √1 +
81

4
𝑥

1

⁰
    𝑑𝑥 

L=
4

81
∗
2

3
(1 +

21

4
𝑥)

3
2⁄
|⁰
¹ 

=
8

243
[(1 +

21

4
𝑥)

3
2⁄
− 1] 

L=3.192 unite 

 

 

 

3) Find the length of curve: 

𝑦 =
4√2

3
𝑥
3
2 − 1 𝑓𝑜𝑟 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
4

3
∗ √2 ∗

3

2
∗ 𝑥½ = 2√2𝑥½ 

1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

= 1 + (2√2𝑥½)
²
 

1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

= 1 + 8𝑥 

𝐿 = ∫√1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

   

¹

⁰

𝑑𝑥 

=∫ √1 + 8𝑥
1

⁰
 𝑑𝑥 

(1 + 8𝑥)
3
2⁄ ∗

2

3
∗
1

8
|⁰
1  

=
1

12
[(1 + 8)

3
2⁄ − 1]  
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𝐿 = 2,167 𝑢𝑛𝑖𝑡𝑒  

 

 

 

 

 

 

-تطبيقات على التكامل:   

1) If 2t+4 is equation of velocity of body, find the distance at any time, if you know the 

distance is 32m at 4 second, find the distance after ten second 

v = 2t + 4 

𝑑 = ∫2𝑡 + 4 𝑑𝑡  

𝑑 =
2𝑡2

2
+ 4𝑡 + 𝑐 

32=42 + 4 ∗ 4 + 𝑐 

C=0 

𝑑 = 𝑡2 + 4𝑡 ⟹ 𝑑 = 100 + 40 = 140 𝑚 

 

 

 

 


