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 أ 

 بسم الله الرحمن الرحيم
 

 مقدمة المقرر
الحمد لله لله للهالددخللله ادنللهان ،ددلملله للهبادد للهاللهدلملله لله لددرللهالحمد لله مللهنوددوللهالددخهمللهوم د الله الددخهملله   دد الله

لله.العا لله نجلت
لله

 الصلاةلله ال،لا للهباىللهن، لللها للهالملع ثللهمعاملًللهلا لسلله جمعهملله لله نضد للها للهبدمللهصدحلل رلله
لله. جمعهملله لله مملله لعه للهلإح،لمللهإلىللهه  للهال هم

لله
 لع لله للهوق للهكلمللهل ط نللهباد للهالجلدنلله  دنللهلعهد للهود لله طد هنللهودن فلله  دنيللهود للهالنهلضدهلتلله للهم دللله

كمللله  يللهالاه مل للهالمضطن للهلللجلنللهو للهالآ  ةللهالأ هنةللهإلدىللهاك ادل لله.للههلض لله لله ال ل ل جهلال حاهلللهالن لله
لله.صلاتللهج ه ةللهلهمللهالجلنلله الفن فللهالعامهةللهالأ نيلله للهم لللهالفهزهلءلله الكهمهلء

ط للهالمدلا للهغلك لبللهلعضللهالم ض بلتللهال  لله ع لنلله ،ل،هةللهو للهالجلنللهال ط لله للهحهثللهه هح لللههخاللها
النئه،ددددةللهلام جهددددلتلله   امددددةللهالمعددددل لاتللهال طهددددةلله المصددددف ولتلله الفضددددلءاتللهالا جلههددددةلله الفضددددلءاتلله

لله.الا جلههةللهالجزئهة
وهملللهها للهلهخاللهالمقنن لله   للله ا نللهمملله  كلله، ج هللهمم عللله مفه ا لله ،أ جزللهلكللهللهال َّانسه هئلللهلكللهبزهزللله

لله. ه للهالأه ا للهالعلمةللهم ر
لله
لله
لله
لله
لله
لله



 ب 

 الأهداف العامة لهذا المقرر   
لله

 

 

 

 

 

 

 

 

لله
لله
لله
لله
لله

 عدنضللهود للههددخاللهالك دلبللهلعدضللهالم ضد بلتللهال دد لله ع لدنلله ،ل،دهةللهود للهالجلددنللهللهالد َّانسبزهدزللله
 حددد اتلله لله عدددلل للهلله نلدددوللهقددد لله زبدددتللههدددخهللهالم ضددد بلتللهبادددىولله ل حقهدددنلله هددد ا للههدددخاللهالمقدددننال طددد لله لله

 فللهالم جهلتلله المفلهه للهالم عاقةللهلرلله لله لهخاللهالم ض فلله همهدةللهكلهدنةلله للهوهد لله  اةللهلاللهال ح ةللهالأ لىللهم ض
م ضد فللهوقد للهبللجدتللهال حد ةللهال ل هدةللهلله مدلغ ىللهب هلللهل نا،ةللهالنهلضدهلتللهود لله  لهدلللهالمعلصدنللهالج هد لله لله

  ل لدددتللهال حدد ةللهال لل دددةللهم ضددد فلله للهعدددل لاتللهال طهدددةلله الطددننللهالم  امدددةللهلحدددلللههددخهللهالأ امدددةلله م  امددةللهال
ودةللهباههدللله للهال حد ةللهالنالعدةللهبللجدتللهم ضد فللهتلله للهممللهحهثلله   ابهللله العماهلتللهالجلنهةللهالمعنَّللهالمصف ول
للهت مل هةللهم طاقلتلله ،دمىللهلد هههلءاتللهالا جلههةلله الفضلءاتللهالا جلههةللهالجزئهةلله للهحهثلله  ل لتللهالفضل

لأنلدوللهالأ هدنةلله  عانللهالأنلوللهالأ لللهم هلللهلعماهةللهالجموللهله مدللله  عادنللهالله (للهال طهة)الفضلءاتللهالا جلههةلله
للهلله.لعماهةللهالضنبللهلع  

ممللهالأم اةللهالمحا لدةللهه،دل  هلللهللهالًلهكلهنللهللهللًله لله بملًللهللأوكلنللهال ان ةللهو للههخاللهالمقننلله  ن  لللهكمللهال َّانسبزهزللله
لامللهمحل لددةللهحددلللههددخهللهال دد نهللتللهلله ،ددئاةللهال قدد ه للهالددخا  لله ال دد نهللتلله ال دد لله أمددللله ملله حاددىللهلللاه مددل 

 ضدددةللهوددد للههدددخاللهنللهاكللهالصدددحهالله ال،ددداه للهلامفدددلهه للهالنهلضدددهةللهالمعهزهددد للهمدددمللهالا،ددد هعلبلله ان نلله الأ،دددئاةلله
للهلله.الك لبلله

لله:لع للهوناغكللهمملله نا،ةللههخاللهالمقننللهه لغ لله ملله ك مللهقل ناًللهباىلله م
 .العماهلتللهالجلنهةللهباىللهالم جهلتللهتجري -

Rلعماه  للهالجمولله الضنبللهلع  للهو للهالفضلءللهللهأمثلة تعطي -
nلله.   

  .المعل لةللهال طهةتعرف  -

 لله.للعضلله   افللهالمصف ولتتعطي أمثلة  -

 للهللهللهللهلله.للهالا جله الم طاقلتللهال مل هةللهلافضلءللهتشرح بالأمثلة  -

 .المصف ولتلله  ا للهالمعل لاتللهال طهةالعماهلتللهالجلنهةللهباىللهللهتجري -

 .ا جله لله الفضلءللهالا جله لله الفضلءللهالجزئللهتعرف -



 ج 

 مللهجهددد كللهالدددخللله لخلدددرللهوددد للهحدددلللهالأم ادددةلله  ،دددئاةللهال قددد ه للهالدددخا  للهللهالددد َّانس  ؤكددد للهلدددكللهبزهدددزللله
 ال دد نهللتلله حضدد نللهالاقددلءاتللهالأكل همهددةلله،دده منللهوهمددلًللهبمهقددلًللهلامفددلهه للهالدد ان ةللهودد للههددخاللهالمقددننللهممددللله

للهلله.ةللهالمقنناتللهال  لله ع م للهباىللههخاللهالم ه همكمللهلكللهم، قللًاللهوه للهلقه
لله

ممللهللنانا للهالأكل هم لله اننال  لله لللع ه لله"للهجلمعةللهال،  امللهالمف  حة" ،  بمكللهجلمع كلله
 لله.ال ،لئطللهالم،ل  ةللهمملله جللله جل زلله لللهبقللتللهو للههخاللهالمقنن

لله. لله  ملله ،له للهمع لللهو لله ق هلله  ط هنهخاللهالمقنن نج لله ملله  ونللهو لله نا، كللهله
لله.صفحل هل نقل للهلئمةللهلع ل همللهال ح اتللهال ان ةللهو للههخاللهالمقننللهمولله وهملللهها للهقلله
لله



 د 
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 المقدمة
 تمهيد

والذى يعالج  يط  ولى من مقرر الجبر الخ  الدَّارس الى الوحدة الأأ مرحباً بك عزيزى 
ساسية المتعلقة بالمتجهات في المستوى والفراغ والى لمفاهيم الأهم اع المتجهات و أو موض

ى أهم الخصائص التي تتمتع بها عمليتا الجمع إلعداد أب طريقة جمع المتجهات وضربها
كل هذه متجهات لال للقالاعتماد والاست ىإل، ويذهب بك القسم بعد ذلك والضرب 

من هذه  يفي القسم الثان.يرها سبق شرحها في القسم الأول من الوحدةغالموضوعات و 
الذي ينشأ في مسائل هندسية أو ( مضروب النقطة)الوحدة نتناول حاصل الضرب القياسي 

 .خر، والعمل كحاصل ضرب نقطةنقوم بشرح كيفية إسقاط متجه على أفيزيائية، وسوف 

توسيع  الفضاء حيث المتجهات في الفضاء أي ىإلسنذهب بعيداً في القسم الثالث 
كون في الفضاء ذي الثلاثة أبعاد بدلًا من البعدين فيه،  وسنعرف حاصل يمفهوم المتجه ل

ضرب النقطة أو حاصل الضرب القياسي، وسنتعرف أيضاً على زوايا الاتجاه وجيوب تمام 
 .الاتجاه

وفيه نعالج جمع  nRول المتجهات في الفضاء ابع من هذه الوحدة يتناالقسم الرَّ 
ساسية المتجهات وضربها بقياسات ، مضروب النقطة ، خصائص مضروب النقطة الأ  

سنتعرف من الوحدة ( الخامس)خير، وسنقوم ببرهان بعض النظريات، في القسم الأ nRفي
الذي  يوفيه نتعرف على الحقل وهو النظام الجبر  nCبعلى المتجهات في الفضاء المرك  

 .في خصائص الضرب والجمع وغيرهما حالحقيقية عداد يشبه نظام الأ  

 .أسئلة التقويم الذاتي ، وتدريبات ، وأمثلة مع حلولهاالدَّارس تجد في متن الوحدة عزيزي 
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 أهداف الوحدة 
  
             

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

بعد فراغك من دراسة  هذه الوحدة ينبغي أن تكون الدَّارس عزيزي 
 : قادراً على أن 

 .المتجهات في المستوىف بالأمثلة عر  ت   -
 .جهاتية على المتالعمليات الجبر تجري  - 

 .جهاتتساسية للعمليات الجبرية على المالخواص الأف ر  ع  ت   -

لى حاصل الضرب لقياس بعض بعض التطبيقات ع يتجر  -
 .ةالهندسية والفيزيائيالمسائل 

Rخصائص مضروب النقطة الأساسية في تعدد  -
n.     

وتمثل عمليتى الجمع والضرب بعدد في  nR ءالفضاتعرف  -
3R الفضاءات  2R. 

 .الأقليدي النونيالفضاء  ت ع ر ف -

Cللمتجهات في الفضاء المركب ي أمثلة ط  ع  ت   -
n.    
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 المتجهات في المستوى 1.
القياسيات : ميز بين نوعين من الكمياتفي مجالات العلوم والتكنولوجيا نأ 

مع وحدة قياس )كميات يكمن وصفها بإعطاء عدد واحد  القياسيات هي. والمتجهات
لذي مثلًا ضغط غاز محصور، ارتفاع طائرة، درجة حرارة جسم ما أو الزمن ا(. مناسبة

 لعدد،أما المتجهات فنحتاج لوصفها ليس فقط . هذه كلها قياسيات. تستغرقه عملية ما
نما أيضاً لإعطاء  مقدارها،يسمي  أو مثلًا سرعة الرياح في محطة مراقبة  .اتجاههاوا 

في  موضع هدف بالنسبة لمدفع أو القوة التي تعمل على اليكترون في مجال مغناطيسي
 .طاء الاتجاه إلى جانب المقدار لوصف هذه الكمياتهذه الحالات لابد من إع

 تعريف المتجهات 
 .الخ...المتجه هو كمية لها مقدار واتجاه مثل السرعة ، التسارع ،

 :نرمز للمتجهات بحروف لاتينية سميكة
……, v, u, c, b, a   

حروف لاتينية صغيرة مع تفضل في الطباعة، ولكن في الكتابة بخط اليد تفضل وهذه 
 :أسهم فوقها مثل

abcuv


,,,,......, 
 . Bونهايتها  Aهو قطعة مستقيمة موجهة بدايتها ABالمتجه المقيد 

 A ,Bمنتهمماه ، ونسمممي المسممافة بممين النقطتممين  Bمبممدأ المتجممه والنقطممة  Aنسمممي النقطممة 
 . فنسميه حامل المتجه ABقع عليه القطعة المستقيمة جه ، أما المستقيم الذي تطول المتَّ 

ABaولممذلك فممإن         ABوفممي هممذه الحالممة نرمممز للمتجممه أيضمماً بممالرمز       وترتيممب
BA  الحمروف مهمم هنما، حيمث أن  الحرف ونرممز لمقمدار المتجمه بم. سميكون متجهماً آخمر 

أو الحممرف اللاتينممي السممميك مممع خطممين عممموديين حولممه مثممل a   اللاتينممي العممادي مممثلًا 
a  أو كذلك بالرمزAB مع خطين عموديين حوله كالآتي: 

ABaa  
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 تعريف القياسات 
 .الخ...جم ، الكثافة ، كميه لها مقدار وليس لها اتجاه ، مثل الح

 .أسهملاتينية عادية بدون بحروف  نرمز للقياسات 
لتمثيل المتجهات هندسياً نستعمل أسهم في المستوى تعطي الاتجاه بينما يعطي طولها 

 و  Aكل متجه له نقطة بداية ونقطة نهاية نرمز لهما بحروف كبيرة مثل . مقدار المتجه
B   وC   ًمثلا: 

أو A,B، فإننما نلاحمظ أن لهمذه القطعمة طمرفين همما   ABطعمة المسمتقيمة إذا نظرنا فمي الق
 .(a)1رف أو ذاك شكل دون تمييز فمن الممكن أن نبدأ بهذا الطَّ  BAأو   ABالقطعة 

أما إذا اخترنا أحد الطمرفين بدايمة للقطعمة ، وبالتمالي يكمون الطمرف الأخمر نهايمة لهما ، فإننما 
، فمممإذا اخترنممما  ةقطعمممة مسمممتقيمة موجهممم أنهممماالمسمممتقيمة نقمممول فمممي همممذه الحالمممة عمممن القطعمممة 

 .  (b)1الشكل  ABبداية للقطعة فإننا نرمز لها بالرمز Aالطرف 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

A 

B 

 

a=AB 

 1 (b)الشكل 
 

 1 (a)الشكل 

A 

B 
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 (1)أسئلة التقويم الذاتي 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 جبر وقوانين المتجهات  1.1
فمي نفمس  نأنعتبر أي متجهين متساويين إذا كانا متوازيين أو في نفس الاستقامة ويشير  (أ)

لكمممن المسممماواة هنممما لا تعنمممي التطمممابق مثلمممما لا تعنمممي مسممماواة . ولهمممما نفمممس المقمممدارالاتجممماه 
 الكسرين

2

و   1
4

 .تطابقهما 2
 مثال 

 
 
 
 
 
 

 
(2)الشكل    

:ميز المتجه من غير المتجه فيما يلي  

درجة الحرارة            (ب)        المساحة    (أ)              
الإزاحة                  (د)            العزم   (ج)             

يالمجال المغناطيس    (و)الطاقة            ( هم)             
القوة              (ح)    المسافة         (ز)             

المجال الكهربي( ط)             
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 .متساويةكلها ( 1)في الشكل  الخمسالمتجهات 
 :لتالي كا a+bويكتب  bو  aيعرف مجموع متجهين  (ب)

وتوصمميل   aعنممد نقطممة نهايممة   bهممو المتجممه الممذي نحصممل عليممه بوضممع نقطممة بدايممة 
 : التاليكما في الرسم   bمع نهاية   aبداية 

 
 
 
 
 
 
 
 

الذي يرد عادة في الفيزياء " قانون متوازي الأضلاع " هذا الجمع يعرف عادة ب
زاحتين أو سرعتين أو قوتين ، إ من (Resultant)" الناتج  " الأولية حيث يستعمل لإيجاد

كما في الرسم أدناه  نقطة بداية مشتركة من   b و   aوفي الواقع إذا رسمنا . إلخ.......
سيكون هو القطر  a + bفإن  bو   aالمكون من  OACBمتوازي الأضلاع   ثم كون ا

OC  فمن نفس الشكل نستطيع أن نقرأ أن. من متوازي الأضلاع : 
 a + b = OA + AC = OC 

b + a = OB + BC = OC   
 
 
 
 
 
 

b 

a 

a + b 

(3)لشكل ا  

a B C 

b 

A 
a O 

b 
b + a 

a + b  

(4)الشكل   
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 :أنهاتان الصيغتان يعنيان 
a + b = b + a           (1)                 (ج)  

إلمى  Aبنقاط متقطعة من  bأننا رسمنا الدَّارس ويلاحظ  .للجمعوهو قانون التبديل 
C  موازيماً للمتجمهb   ( الممثمل بخمط متصمل ممن  O لمىإ B )  لتلمتحم بدايتمه ممع نهايمةa 

بشمرط أن يكمون مكان في المسمتوى  يفي أ bوذلك لأننا حسب التعريف نستطيع أن نضع 
يقفمل  المذي C  إلمى O  بهذه الطريقة نستطيع أن نوصل القطر من  .والاتجاهبنفس الطول 

 الشمميءكممذلك فعلنمما نفممس .  a + bوبالتممالي يكممون حسممب التعريممف هممو  OACالمثلممث 
         aموازيمماً للمتجممه    Cإلممي   Bحيممث رسمممناه مممرة أخممرى بخممط متقطممع مممن   aلمتجممه با
بعمد ذلمك نوصمل .    bوجعلنماه مبتمدئاً ممن نهايمة  (  Aإلمى   Oالممثل بخط متصل من ) 

OC المتجهولذلك يكون نفس  (.الترتيب  بهذا)   b + aليكون هو  Cإلى  Oالقطر من   

 .(1)مما يبرهن المعادلة  b + aومرة  a + bرة هو م

 (1)تدريب 
 
 

 
 

 
 
   

 
 

                                                                 

 :من الشكل الذي أمامك  

++=0:   أثبت أن 
→→→
abcabc 

      

 b  

 a   

c    
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 ملاحظة                                                                 
فإن  واحدة،زيين أو في إستقامة متوا   bو aإذا كان  الجمع،الذي يعرف  ،(3)في الشكل 

 :حد الشكلين الآتيينأ  a + bالمثلث ينهار ويكون 
 
 
 

 أو 
 
 
 aإذا كمان   bو  aهو إما المتجه في نفس الاتجاه ومقمداره مجمموع مقمادير  a + bي أ

 bو   aهو المتجه الذي يشير في اتجاه الأكبر من  a + bأو . لهما نفس الاتجاه bو 

 . ق المقادير إذا كانا في اتجاهين متعاكسينومقداره هو فر  
 cو  bو   aنستطيع أن نكون مجموع ثلاثة متجهات ( 6)الشكل  من كما يتضح
 :بطريقتين

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

a b 

a + b 

a + b 
b 

a 

( 5)الشكل   

(a+b)+c 

c 

a 

b 

a + (b + c) 

b+c 

a+b 

(4)الشكل   
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ثم .   bو  aبأن نوصل الوتر في المثلث ذي الأضلاع  (متقطع) a + bإما أن نرسم 
،  c+(a+b)لع الثالث ليكون بالض فنقفله   cو  a + bنعمد إلى المثلث الذي أضلاعه 

 cو  bبأن نوصل الوتر في المثلث ذي الأضلاع   b + cن كو  لكننا أيضاً نستطيع أن نأ 
 a+(b+c)فيكون هو الضلع الأخير في الشكل ويساوي   (b+c)مع  aثم نجمع ( عقط  ت  مأ )

 :ونكون قد برهنا أن  a+(b+c)ومرة  c+(a+b)، ولذلك يكون الضلع الأخير هو مرة 

( a +  b ) + c = a + (b + c)            (2)               (د)      

ثم نضيف إلى   bإلى   aوهو  قانون التجميع أي أننا نستطيع أن نجمع                
بكلمات أخرى نستطيع أن نضع الأقواس .  cو   bإلى مجموع   aأو أن نضيف   cذلك 

 .لأواخرا الاثنينالأوائل أو  الاثنينإما على 
يتضح أن جمع ثلاثة متجهات لا يعتمد على ترتيب هذه المتجهات أو ( 1)و ( 1)من 

مراراً نجد أن جمع أربعة ( 1)و ( 1)كذلك بتطبيق . الطريقة التي نضمها بها إلى بعضها 
 :ن أن يكون بأي من الأشكال الآتيةمتجهات يمك

a+b+c+d = [(d+b)+c]+a = [c+(a+b)]+d 

 ميع آخرأو أي ترتيب وتج
وكما نعلم من الهندسة  a+bو  bو  aضلاع المثلث هي أنرى أن ( 3)بالنظر إلى الشكل 

وهذه الحقيقة يكون أطول من مجموع الضلعين الآخرين  أنن أي ضلع لا يمكن إالأولية ف
 :المثلثتعطينا ما يسمى بمتباينة 

baba  
حول المتجه ما يسمى بمقدار ن العموديان ويعني هنا الخطا bو  aوذلك لأي متجهات 

في استقامة واحدة ، فهذه هي الحالة  bو  aأما إذا كان . المتجه وهو طول المتجه
والتعليق عليها وهي إما ( 3)بالقياسيات وهي التي أوردناها في الشكل  يالخاصة التي تعن

 .  bو  aمجموع أو مطروح مقداري المتجهين 
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 مثال 
المتجه الذي يقفل الرباعي ونحصل عليه  a+b+c+dعني المجموع ي( 7)في الشكل 

فيكون  c عند نهاية  dوبداية  bعند نهاية   cوبداية  aعند نهاية  bبوضع بداية 
a+b+c+d  هو المتجه الموصل من بدايةa   إلى نهايةd  . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
الذي تتطابق " المتجه " هو( صفر سميك ) 8فري ونرمز له بالحرف المتجه الص   (هـ)

بكلمات أخرى هو المتجه الذي يكون مقداره  .اتجاهنقطة بدايته مع نقطة نهايته وليس له 
وهو يلعب مع المتجهات نفس الدور الذي يلعبه الصفر مع الأعداد  .لهصفراً ولا اتجاه 

 :أي
a + 0 = a 

 .  aوذلك لأي متجه 
ذا كان لدينا متجه  مقدار ولكن في الاتجاه المعاكس فإن المتجه الذي يملك نفس ال aوا 

 ((. 8)انظر الرسم )    a –ونشير له بالرمز  aيسمى سالب 
 
 
 

b 

d 

a+b+c+d 

a 

c 

(6)الشكل   
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 a + (-a) = 0       :من هذا التعريف يتبع أن 

 (.هو المتجه الوحيد الذي يساوي سالبه 0)
  bو  aمن ذلك نعرف الفرق بين متجهين .  -0 = 0 فإننا نضع،   0 = 0 + 0وبما أن 

 : ، كالتالي a-bو 
a – b = a + (- b) 

  bثم نوصل الوتر من نهاية بحيث تتطابق نقاط بدايتهما  bو  aنضع  a – bولرسم  
نرسم  bو    aبعد رسم ( 9)وفي الشكل .   a – bوسيكون هذا هو الفرق   aإلى نهاية 

a  من نهايةb  موازياً للمتجهa (خطوط متقطعة )ومن نهاية هذا الأخير نرسم – b  ًموازيا
لذلك ففي المثلث ذي الأضلاع ( خطوط متقطعة )وفي الاتجاه المعاكس له  bللمتجه 

 . a – bالممثلة بخطوط متقطعة نقفل المثلث بمتجه ثالث سيكون هو 
 
 
 
 
 
 

a -a 

 (2)الشكل 

a 

(3)الشكل   

- b 

a 

b 
a- b 
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( تعريفاً ) a p، الذي يساوي ( ي عددأ) هو أي قياسي غير الصفر  p، حيث   p aالمضروب 
 بحيث يكون   aمضروباً في مقدار  p الذي مقدارهيعرف على أنه المتجه 

aa pp    وله نفس اتجاهa   إذا كانp>o  والاتجاه المعاكس إذا كانp<o 
 (. 11انظر الشكل )

 
 
 
 
 
 
 
 
 

، فإننا  a = 0أو    p = 0أما إذا كان .   a = - a (1 - )على وجه الخصوص سيكون 
ذا كان لدينا قياسيان .   p a = 0ع نض  ، فإننا نرى فوراً أن qو  pوا 

p (q a) = (p q ) a 
أيضاً إذا كان لدينا أي .   aفي المتجه     (p q)العدد  بهو مضرو حيث الجانب الأيمن 

 :، فإن قانوني التوزيع الآتيين يسريان qو  pوأي قياسيين  bو  aمتجهين 
                 (4      )              + q a (p + q) a = p a                  
                  (3            )       + p b p (a + b) = p a       

 
 (:3)يبرهن المعادلة ( 11)والشكل 

 
 

a  
a2  

a
2

1


 

(18)الشكل   
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(.  a+b)هي الطول من بداية   p ( a + b )وكذلك     aهي الطول من بداية    p aهنا 

 :المثلث الكبير نجد أنلذلك من 
+ p b p (a + b) = p a 

 . ك كتمرين للدارس ر  ت  فهي بسيطة وتأ   (4)أما المعادلة 

 :كالتالي( عدد) أيضاً تعرف قسمة متجه على قياسي 
aa

pp

1
 

 ، aمتجهاً آحادياً فإذا كان لدينا أي متجه غير صفري  1المتجه الذي طوله ويسمى 
 :فإن

1
1

 a
aa

a 

 
 

P(a+b) 

a 

P b 

b 
a+b 

P a  

(11)الشكل   
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 (2)أسئلة التقويم الذاتي
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 أربع نقاط في المستوى a  ،b  ،c  ،dإذا كانت (أ)

 
 
 
 
 
 

 :أوجد مايلي

1 )→→→

cdbcab ++ 
1) →→→→

dacdbcab +++ 
 
 bc  =2ad: شبه منحرف فيه  abcd( ب)

 ac + bd = 3ad: أثبت أن 

 
 

 b  

a  d  

c  

a  

 b  c  

d  
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 مكونات المتجه: 
الآن " . خالياً من المكونات " عرضنا المتجهات حتى الآن عرضاً هندسياً خالصاً و 

متجهاً آحادياً   iليكن  1في مستوى له نقطة أصل  yو  xحداثيات مستطيله إندخل نظام 
الموجب كما في الشكل    yمتجهاً آحادياً في اتجاه محور   jالموجب و  xورفي اتجاه مح

(a)11  .  أي متجه  ثَّلميأ في هذه الحالة سa  في المستوى تمثيلًا فريداً بالشكل: 
 

(6               )jia 21   
 

 : وتحدد كالآتي  aنات تسمى مكو  2و  1الأعداد 
 
 
  

 
 
 
 
 
 
 
 

موازيمماً لنفسممه بممدون تممدوير إلممى أن تنطبممق نقطممة بدايتممه مممع نقطممة   aنحممرك المتجممه 
),(هي النقطة  aفي هذا الوضع ستكون نقطة نهاية .  1الأصل  21 A  في مستوىx 

y ،  وبمالطبع سمتكونa = OA  نظمراً لأن كمل النسمخ المزاحمة للمتجمهa  سماوية لبعضمها تم
هي  Aللنقطة    2و    1فان المكونات  (b)12ولكن كما يتضح من الشكل . البعض 

y 

x 
j 

i 

a 

12 (a) الشكل    

y 

x 

12 (b) الشكل    

i 

j 

a 

1

y 

2

y 

j2

y 

1i

y 



y 
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، إلمى جانمب ذلمك سميكون ( 6)في التمثيمل    2و    1بالضبط القياسيات المشار إليها  
 :، أي Aإلى  Oمن هو بالضبط المسافة   aدار مق

(7                      )2

2

2

1  a 
 
 فإن  aوالمتجه  xهي الزاوية بين محور  يوضح أيضاً ، إذا كانت  (b)12الشكل  

              Sina2             و Cosa1 
،  2eو   1eسنستعمل مفهوم الأساس في المستوى لنعني به أي متجهين ثابتين 

 في المستوى تمثيل فريد بالشكل   aويسميان متجهي الأساس ، بحيث يكون لأي متجه 
               (16                      ) 

 
فيسمممممميان  2و    1أمممممما القياسممممميان .   e2و  e1بالنسمممممبة ل   aويسممممممى تمثيمممممل 

 e1ويمكن الإثبات بأن أي متجهين غير صفريين    e2و  e1بالنسبة إلى الأساس  aمكونا 
أي لا . قامة واحمدة فقط إذا كانا في غير اسمتو يكونان أساساً في المستوى إذا كانا    e2و 

ذا كمممان المتجهمممان  لأي   e2و  e1يقعمممان فمممي خمممط مسمممتقيم واحمممد أو فمممي خطمممين متممموازيين وا 
ذا كانمما إلممى جانممب ذلممك متجهممين  أسمماس متعامممدين ، فممإن الأسمماس يسمممى أساسمماً متعامممداً وا 

فمي اتجماه    j , iوهكمذا فمإن المتجهمين . آحماديين فيسممى الأسماس أساسماً متعاممداً آحاديماً 
ولكمن لابمد ممن الملاحظمة بمأن الصميغة . يكونان أساساً متعامداً آحادياً   yومحور  xحور م
 . صح فقط في حالة الأساس المتعامد الآحادي ت  ( 7)

للاعتبارات السالفة سنستعمل من الآن فصاعداً الأزواج المرتبة لتمثل النقاط وأيضاً 
  2و1يمكن أن تمثل إما نقطة بإحمداثيات  (2،1)المتجهات في المستوى وهكذا فإن 

jiفمممممي المسمممممتوى أو متجمممممه 
21     1 بمكونمممممات 2 و  بالنسمممممبة لاسممممماس المتعاممممممد

 .  j , iالآحادي 
jiiوبما أن   .0.1     وjij .1.0     ين يمثلان ذ  الَّ ، فإن الزوجين المرتبين

 متجهى الأساس أنفسهما هما 

2211 eea  
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i = (1, 0)      ,        j = (0, 1) 
والآن نستطيع أن نفسر العمليات الجبرية على المتجهات من منطلق الأزواج المرتبة 

 :أي متجهين فإن   b( = ,21)و      a( = 2 ,1)فإذا كانت . 
)()( 2121 jiji    a + b = 

                                   )()( 2211 jjii    = 
 (4)ولذلك يكون بإستعمال 

 (8) ji )()( 2211    a + b = 
 

 وذلك يكافئ  الصيغة 
)                  18                 ) 

 
)(أي قياسي ، فإن  pعموماً إذا كان  21 jippa    ( 3)ولذلك باستعمال

 : يكون
                  (9                   )jpippa 21   

 أو 
                 (19                  )),(),( 2121  ppp  

 ( 18  (وينبع من
),()0,0()0,0(),( 212121   

همممو المممزوج المرتمممب المممذي يمثمممل ( 1,1)وبمممذلك يكمممون    a( = 2 ,1)وذلمممك لكمممل متجمممه 
فيصممير       p= - 1( 9)نضممع فممي  a – وللحصممول علممى .  8 المتجممه الصممفري

jia 21    ويعادل ذلك بالأزواج المرتبة: 
(2- ,1- = )a -

 فيكون    a+(-b)    =a-b وذلك يعطينا فوراً صيغة لطرح متجهين باعتبار
(11) 

),(),(),( 22112121  

),(),(),( 22112121  ba
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 أو
              (11)                         )()(),(),( 22112121   

 
يكونمممممان    b( = ,21)و    a( = 2 ,1)ممممممن ذلمممممك نخلمممممص إلمممممى أن أي متجهمممممين 

11متسمممماويين إذا كممممان وفقممممط إذا كممممان       22و     أي إذا كممممان وفقممممط إذا كممممان ،
 .المتجهان ممثلين بنفس الزوج المرتب 

 
سمماويين إممما ان يكونمما متطممابقين أو  حيممث أن أي متجهممين مت (b)12هممذا واضممح مممن الشممكل 

،  OAسممينطبق علممى  b، فممإن  b=aوهكممذا فممإذا كممان . نسممخين مممزاحتين مممن نفممس المتجممه 
ممممثلًا بممنفس الممزوج المرتممب  bبحيممث يصممير إلممى نقطممة الأصممل  bإذا أزيحممت نقطممة بدايممة 

(2 ,1= )A  مثلa . 
 وحدة المتجه: 

 :حسب العلاقة التالية يويعط aهو متجه آخر مثل  Aوحدة المتجه 

a = →

→

A

A
 

  : i , j ,  kمتجهات الوحدة الأساسية 
،   x , y , zساسمية تكمون فمي نفمس الاتجماه الموجمب للمحماور الثلاثمة متجهمات الوحمدة الأ

اليمنمى علمى حركمة  اليمد وهذه المحاور تكون متعامدة ممع بعضمها المبعض ممع تطبيمق قاعمدة
 .وحدة المتجه

 

 
 
 
 

k 
j 

i 
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 مركبات المتجهات : 
هي مركبات المتجه     kAjAiA 321 ,, فإن    A = kAjAiA 321 ++ يكنل   

A وهي في نفس اتجاه المحاور الثلاثة ويمكن توضيحها في الشكل التالي: 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 مقدار المتجه: 

kAjAiAلممميكن  321 ++ =  A  فمممإن مقمممدارA   ويرممممز لمممه بمممالرمز→
A  ويعطمممي حسمممب

 :العلاقة التالية 
2

3

2

2

2

1 ++= AAAA
→

 

 
 
 
 
 
 
 

0 

x 

z 

y 

p 

iA1  

kA3  

jA2  

0 

x 

z 

y 

Q 

iA1  

jA2  

kA3  

P( 321 ,, AAA ) 

R 
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 :البرهان 

)1......(
→

+
→

=
→ 222

QPOQOP  

)2......(
→

+
→

=
→ 222

RQOROQ  

 (1)في ( 1)نعوض 

)3......(
→

+
→

+
→

=
→

⇒
2222

QPRQOROP  

kAQP

jARQ

iAOR

AOP

3

2

1

=
→

=
→

=
→

→
=

→

   ……(4) 

 مع أخذ المقدار لكل حد( 3)في ( 4)نعوض 
2

3

2

2

2

1

2

++=
→

⇒ AAAA  

 نأخذ الجذر التربيعي للطرفين
2

3

2

2

2

1 ++= AAAA
→

 

 المتجه القياسي: 
 .المتجه الذي بدايته نقطة الأصل ونهايته أي نقطة في الفضاءهو 
→ليكن 

=
→

PQA بحيث أن احدثيات( )
111 ,, zyxP  و( )

222 ,, zyxQ   فإن 

( ) ( ) ( )kzzjyyixxA 121212 ++= ---
→

 

 ومقياسه هو
( ) ( ) ( )2

12212

2

12 ++= zzyyxxA ---
→
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)1.......(++=
→

1111 kzjyixr  

)2.......(++=
→

2222 kzjyixr  
→

=
→

+
→

21 rPQr  
→
_

→
=

→
⇒ 12 rrPQ  

( ) ( )kzjyixkzjyixPQ 111222 ++_++=
→

⇒  

( ) ( ) ( )kzzjyyixxPQ 121212 _+_+_=
→

 

( ) ( ) ( )2
12

2

12

2

12 _+_+_=
→

⇒ zzyyxxPQ  

 
 

→
1r

 ( )
222 ,, zyxQ

 

y 

x 

z 

( )
111 ,, zyxP

 

→
2r
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 (2)تدريب 
 
 

 
 
 
 

 
 

 
 (3)تدريب 

 
 

 

 (4)تدريب 
 
 

 

  (5)تدريب 
 
 
 

 

→أوجممد المتجهممين القياسممين 
,

→
21 rr  للنقطتممينP(2,4,3)  وQ(1,-5,2)  ثممم

→→أوجد 
21 + rr 

    a + 3 b – 2 c متجمهال أحسمب.     c =(-3,1) , b=(2,5)  , a=(3,2)لتكن
 ثم أوجد مقداره؟ 

 

 ملاحظة
 

 .وحدة دائماً  1حدة المتجه يساوي مقدار و 
 

 :أوجد وحدة المتجه الذي يساوي محصلة المتجهين 

kjir 5_4+2=1

→
 

kjir 3+2+=2

→
 

 

→→أوجد مقدار وحدة المتجه 
21 + rr  (1)التدريب في 
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 مثال 
 درجة  الموجب زاوية قدرها   x الذي يكو ن مع محور  uأوجد المتجه الوحدوي 

 :الحل
حممداثيات إنهايتممه سممتكون لهمما فممإن نقطممة  1عنممد نقطممة الأصممل  uإذا وضممعنا نقطممة بدايممة 

,1قطبية  u    حداثيات مستطيلة  :كما في الشكل أدناه Sinuو   Cosuوا 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 لذلك سيكون 
jSiniCosSinCosu )()(),(   

6.22ستكون  (1)أسئلة التقويم الذاتي مثلًا في 
12

5
arctan  

 (4)تدريب 
 
 
 

Sin  

Cos  

1 

1 

p  

u  

  

 (13)الشكل 

 وينتهي  A( =2 ,1)دأ من النقطة الذي يب ABأوجد مكونات المتجه
     B( = ,21)عند النقطة 
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فمي المثمال  اه سمنر  وهمذا مماأدوات قوية لبرهان النظريات الهندسية  المتجهات تشكل
 .تاليال

 مثال 
بممرهن أن الشممكل الممذي نحصممل عليممه بتوصمميل منصممفات الأضمملاع المتجمماورة فممي أي شممكل 

 .يكون دائماً متوازي أضلاع ABCDرباعي 
 :الحل
 (13)كما في الشكل   DA, CD, BC, ABهي منصفات الأضلاع  Q,P,N,Mلتكن 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

MN  – QP = MN + PQ = (MB+ BN) + (PD + DQ) 
=

2

1
 AB + 

2

1
 BC + 

2

1
 CD + 

2

1
 DA 

    = 
2

1
 (AB + BC + CD + DA) = 

2

1
AA=0 

 متساويين  MNPQأي أن ضلعين متقابلين من الرباعي    MN + QPلذلك فستكون 
 . متوازي أضلاع  MNPQومتوازيين ، ولذلك فإن 

 
 

M 

B 

N 

Q 

P 

C 

D A 
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 ( 3)أسئلة التقويم الذاتي  
 
 
 
 

 
 
 

 الاعتماد و الاستقلال الخطي للمتجهات 2.1
 :، فإن التعبيرمتجهات في المستوى  a2,a1 an ,..…إذا كان

c1 a1+c2 a2+……….+cn an                 (11)                 
وواضمح . قياسميات يسممى تركيبمة خطيمة ممن همذه المتجهمات  cn , ……., c2 , c1 حيمث 

وقممد رأينمما فممي الجممدول عممن مكونمممات . هممي نفسممها متجممه فممي المسممتوى ( 11)مممما سممبق أن 
.   j, iيمكمممن تمثيلمممه بتركيبمممة خطيمممة ممممن المتجهمممين الوحمممدويين   aالمتجمممه أن أي متجمممه 

سماوي تكلهما  cn , ……., c2 , c1 توصمف بنهما تافهمة إذا كانمت ( 11)التركيبمة الخطيمة 
لصفر، لكن إذا كان على الأقمل واحمداً ممن همذه اساوي تنفسها ( 11)فتكون التركيبة لصفر ا

وتسمى المتجهات . تركيبة غير تافهة ( 11)، فإننا نقول أن القياسيات مختلف عن الصفر 
an,………, a2,a1      ًإذا وجمدت تركيبممة خطيممة ( علممى بعضمها الممبعض)معتمممدة خطيما

 :لصفر أي اساوي تمنها 
c1 a1+c2 a2+……….+cn an = 0                 

  cn , = ….. = c2 = c1 = 0لا تصح إلا إذا كانت 
 تسمى مستقلة خطياً،      an,… …, a2,a1فإن المتجهات 

 : مستقلان خطياً لأن .   j, iمثلًا المتجهين الآحاديين  
c1 i+c2 j = c1(1,0) + c2(0,1) = (c1,c2) = 0   

  12i + 5 jالذي يكون له نفس اتجاه المتجه   uأوجد المتجه الآحادي ( أ) 

ذا لم يكن كذلك، أوجد له متجه بين أي من المتجه( ب) ات التالية متجه وحدة وا 
 :الوحدة

1(  )
2

1
-,

2

1 = )a    1)  (3,4=) b 

3)     (0,2=) c      4( )1,0=) d 
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،    a n= (1,2)  ،a 2= (3,4)لكمن المتجهمات الثلاثمة .  c2= c1 = 0تصح فقط إذا كان 
a 3= (2,3)   معتمدة خطياً لأن : 

a1+ a2-2a3 = (1,2) + (3,4) – 2 (2,3) = (1+3-4 , 2+4-6) = (0,0) =  0 

همين ، بأن أي ثلاثة متجهات فمي المسمتوى معتممدة خطيماً وأن أي متجعموماً يمكن البرهان 
في المستوى سيكونان مستقلين خطياً إذا كانما وفقمط إذا كانما فمي غيمر اسمتقامة واحمدة أي لا 

        . وليسا موازيين لبعضهما البعضيقعان في خط واحد 

 (مضروب النقطة)حاصل الضرب القياسي  .2
لمتجهمين ينشمأ فمي مفهوم حاصل الضرب القياسي والذي يعرف أيضاً بحاصمل ضمرب النقطمة 

مسائل هندسية عندما يراد إيجاد مكمون متجمه فمي اتجماه متجمه آخمر أو مسمائل فيزيائيمة عنمدما 
. يمممراد إيجممماد العممممل المممذي تقممموم بمممه قممموة لا تعممممل فمممي اتجممماه حركمممة الجسمممم المممذي تعممممل عليمممه 

لنفمرض أن . ولتعريف حاصل ضرب النقطة لمتجهين ، نحتاج لمعرفمة الزاويمة بمين المتجهمين 
 = bو     a = OAولميكن  1ا بحيمث تكمون بمدايتيهما عنمد النقطمة تعوضم  bو  aمتجهمين 

OB     كما في الشكل: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1عنمد النقطمة  همي الزاويمة ( فمي أي ترتيمب )  bو  aستكون الزاوية بين في هذه الحالة 
 a=p  ذا كمان، أي إمتموازيين   bو  aهمذا المثلمث سمينهار إذا كمان .  AOBممن المثلمث 

  

B 

b 

A 

1 

a 

 (14)الشكل 
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b ، حيممثp  0هممو أي قياسممي ، وفممي هممذه الحممال نعممرف  إذا كممانp>0  و   إذا
 p<0كان 

تقع دائماً في الفترة  لاحظ أن  0 . 
 مثال 

jiأوجد الزاوية بين المتجهين  3 a     و   ji  b   . 
 :الحل

همي  AOCأدناه نجمد أن الزاويمة ( 13)من الشكل 
3

3arctan


  بينمما الزاويمة ،BOC 

تساوي 
4

1arctan


  . الزاوية لذلكAOB   بينa  وb    هي حاصل الجمع: 
105

12

7

43



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 

1 
C  

3  

 

0  

3


 

4


 

jia 3  

jib   

A  

(15) لشكلا  
B  
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 : يعرف بالصيغة a و bللمتجهين   a.bحاصل ضرب النقطة : ريف تع
a.b Cosba          (1) 

غيمر معرفمة ونضمع  ، فمإن  b = 0أو  a= 0وفمي حالمة .  a.bهي الزاويمة بمين  حيث 
a.b =0 ( ًتعريفا ) .اصمل ضمرب النقطمة يسممى أيضماً حاصمل الضمرب القياسمي لأن حa.b 

 :أعلاه نجد أن ( 1)وكنتيجة مباشرة للتعريف . عدد ، أي قياسي هو 
a . b = b . a 

 :، فإن 0ونفسه هي  aوبما أن الزاوية بين متجه 
a.a

2
0 aCosaa           (1) 

، أي إذا كان  0aإذا كان وفقط إذا كان a.a=0 على وجه الخصوص سيكون 
0a  . إذا كان وفقط إذا كان حاصل ضرب النقطة مساوياً للصفر ويكونba  ،

 : يغة في الواقع ، فإن الص. معامداً لكل متجه وهنا نعتبر المتجه صفر 
a.b 0 Cosba          (  0 ) 

أي    0Cosتصح إذا كان وفقط إذا كان 
2


      أو على الأقل واحداً من ،

 . في أي حال  baيساوي صفراً ، بحيث  bأو  aالمتجهين 
  bو   aر عممممن حاصممممل ضمممرب النقطممممة بواسممممطة مكونممممات المتجهممممين ب ممممع  الآن نسمممتطيع أن نأ 

 :وذلك من النظرية الآتية  j = (0,1)   , i = (1,0)بالنسبة للمتجهين الآحاديين 
jiaإذا كان      : 1نظرية 

21
     وjib

21
     أو بشكل مكافئ   

)
2

,
1

( a       و)
2

,
1

( b  فإن ،: 
a.b 2211            (2) 

 : البرهان
jibacلتكن  )

22
()

11
(   

 : للمثلث أدناه نجد وبتطبيق قانون جيب التمام 
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Cosbabac 2
222  

 
 تعريف حاصل الضرب القياسي أن  ولذلك يتبع من

(3              ))222(
2

1
. cbaba  

 ولكن

            22
21

2  a     22        و
21

2
 b 

2222       و
1

222

222
2

2111
2)

22
()

11
(    c 

 
  #    (.1)نحصل على ( 3)وبوضع هذه القيم في 

 (6)تدريب 
 
 

 
 
 

b c 

a 

  

 a = (2-,3,1)ليكن 
(1,-3,4)             b= 

  (2,3,5)            = c 
 (5b+2c).(2a+3b)أوجد 
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 :قياسيين فإن  qو   pان إذا ك :استخلاص
                  (p a) .(q b) = p q (a . b)              (4) 

 :ويحقق حاصل ضرب النقطة القوانين التوزيعية التالية.  bو   aلأي متجهين 
                  (a).( b + c) = a . b + a. c              (5) 

(a+ b) . c = a . c + b . c             (5
1
)                    
 .  c , b , aلأي متجهات 

 : البرهان
 :لتكن

jia
21

    وjib
21

         وjic
21
  

 :في هذه الحال سيكون
jpipap

21
     ,    jqiqqb

21
   

jicb           و ))
2211

((     
 لذلك 

(p a) .(q b) =( p 1  )(q 1 )+ ( p 2  )(q 2 ) 

                            =( p q) ( 1 1 + 2 2 ) = p q (a . b)               

 
(a).( b + c) = 

22221222111 111
)) ((      

 

a . b + a . c = )
1

()
2212211

(      

، نظراً لأن الجانب الأيمن في كل من السطرين الأخيرين يساوي ( 3)وهذا يبرهن القانون 
 الآخر

 :كالآتي( 15)يمكن برهان ( 3)وباستعمال . الصيغتان متساويتان 
(a+ b) . c = c . (a+ b) = c . a +c . b = a . c + b . c 

 .حيث استعملنا خاصية حاصل الضرب القياسي التبادلية
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 (2)تدريب 
 
 
 
 

 (3)تدريب 
 
 

 

 
jiaهي الزاوية بين المتجهين    لتكن 

21
     وjib

21
  

 :لحاصل الضرب القياسي نجد أن( 1)من التعريف 

                    (6                           )
ba
ba

Cos
.

 

 :، فإن   1Cosولكن بما أن 
1

. 
ba

ba 

               (7                )baba . 
 :وبلغة المكونات تكون هذه الصيغ

            (16                )
2

2

2

1

2

2

2

1

2211









Cos 

            (17          )2

2

2

1

2

2

2

12211   
 رتز هي حالة خاصة من متباينة كوشي وشوا( 17)هذه الصيغة 

ومن ثم .   (c + d) .  (a+ b)أوجد قيمة 
2

ba  طة القيم ابوس
 . المطلقة وحاصل الضرب القياسي 

 

 b = -2i+t jو     a=3i+jيكون المتجهان  tلأي قيم المتغير الوسيط 

 .متوازيين؟ متعامدين؟ 
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n

i

i

n

i

i

n

i

ii

1

2

1

2

1

 

 .  iو    iلأي أعداد 
أي فمممي حالمممة   1Cos توفقمممط إذا كانممم تأن المسممماواة تتحقمممق إذا كانممم( 7)لاحممظ فمممي 

0   أو    . ن فممي هممذه الحالممة سمميكو b , a   متمموازيين بممنفس الاتجمماه إذا كممان
0   وباتجاه متعاكس إذا كمان    . ومعلموم أن      سمتكون حمادة

2
0


   

10إذا كان   Cos    ومنفرجة



2

01إذا كان     Cos    

 (18)تدريب 
 
 

 (  11) تدريب 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 b = 2i+j    ,  a = i-jبين المتجهين   أوجد الزاوية  

 

 a = (1,-1,2) , b = (2,1,1)بين المتجهين  θأوجد الزاوية 

23فــي   نمتجهـــين غيــر صـــفري a,b إذا كــان  فائدة ,RR وكانـــتθ  الزاويـــة
 :بينهما فإن

 θ 8 زاوية حادة إذا وقط إذا كان  ba. 
 θ  8زاوية منفرجة  إذا وقط إذا كان < ba. 
 θ  8كان زاوية قائمة إذا وقط إذا  =ba. 
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 (  4)أسئلة التقويم الذاتي  
 

 
 

 
 
 

 إسقاط متجه على آخر 1.2
  b في اتجاه    aمتجهان مختلفان عن الصفر ، فإننا نعني بمكون      b  , a  إذا كان 

 uحيث ،   a . u bيساوي حاصل ضرب النقطة ، القياسي الذي      Comp b  aونكتبه 

b   هو متجه آحادي في اتجاه b .  ونظراً لأن: 

b

b


b
u 

 
فإن                                   

b
baa

b
comp .

 

Cosaa:               أو  ما يكافئ ذلك
b

comp  
 

،   Proj b aونكتبه   b ىعل  aكذلك نعني بمسقط   b , a  بين  ي الزاويةه حيث 
 :أي   bموازياً للمتجه  Comp b  aالمتجه الذي قدره 

Proj b a = (Comp b a) u b 

 :وباستعمال حاصل الضرب القياسي يمكن أن نكتب ذلك كالتالي

2

).(.

b

bba
b

u
b

baa
b

proj  

 أوجد حاصل ضرب النقطة للمتجهين( 1)باستعمال الصيغة ( أ

b =(4,-1) , a = (2,5)  . 
 a = (3,-2,1) , b = (2,4,-3), c = (3,6,3)إذا كانت ( ب

 a,b    (2) a,c    (3) b,c (1):التالية المتجهات بين زواياالصف 
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متطابقتين ، فإن   b , a، فإذا كانت بدايات  bلى ع a ونوضح بالرسم أدناه معنى مسقط 
من .  bعلى الخط الذي يحتوي على  aهي أسفل العمودي من نهاية  Proj b aنهاية 

 . bمعامد للمتجه   a - Proj b a: ذلك يتبع أن
 
 
 
 
 
 
 
 

 هذان.  a - Proj b aوالمتجه  Proj b aيمكن أن يمثل على أنه مجموع المتجه   aولذلك فإن 
 .وفي الاتجاه المعامد له  bفي اتجاه  aالمتجهان يعرفان أيضاً بأنهما المتجهات المكونة للمتجه 

 (12)تدريب 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

a 

b 

a - Proj b a 
  

Proj b a 

  Proj b a  و Comp b  aأوجد 

كمجموع متجه موازي  a م ل   ، ومث ل  b = 5i – jو   a = 3i+2jإذا كان  

 .ومتجه معامد له  bللمتجه 
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 العمل كحاصل ضرب نقطة 2.2
في  تعمل في اتجاه الحركة ، Fتحت تأثير قوة    d نفرض أن جسماً ما يتحرك لمسافة 

 : وة تعطينا إياه الصيغة هذه الحالة نعلم أن العمل الذي تقوم به الق
W = F d 

لاتعممل فمي اتجماه  F ويمكن تعميم هذه الصيغة لتشمل الحالة عندما تكون لمدينا قموة متجهمة
و     Fهي الزاوية بين   ولتكن   dفنقول أن إزاحة الجسم ستكون متجهاً . حركة الجسم 

d   فستكون هذه القوة مساوية لمكونين ،: 

 FFF 11 

211حيث 

).(

d

ddF
F

d
projF     هو المكون المتجه للقوةF 

 و      dالموازي للإزاحة 
F

d
FF proj 

 : انظر الشكل أدناه.   dالمعامد للإزاحة   Fوهي المتجه المكون للقوة 
 

 

 
 
 
 
 

فممإن  d، ولممذلك بالنسممبة للحركممة فممي اتجمماه  dلا ينممتج أي حركممة فممي اتجمماه  Fالمكممون 

F  11يمكن أن يستعاض عنها بمالمكونF 11لمذلك كمل العممل يقموم بمه المكمونF  ،
 :ولذلك فإن

F
 

llF
 

F
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2

2
0

11

11

if

if

dF

dF

W
 

 ن ولك

dFd
d

ddF
dF .

.
211  























 



2

2
0

.

.

if

if

dF

dF

 

 
 W = F . d                              :ولذلك فإن 

فمي   Fفي اتجاه حركة الجسمم همو حاصمل ضمرب القموة   Fوهكذا فإن العمل تقوم به القوة 
فمإن فمي غيمر ذلمك . ثابتمة وأن الإزاحمة فمي خمط مسمتقيم  Fهنما أن وقد افترضنا   dالإزاحة 
 .الصحيح للعمل يحتاج إلى استعمال مفهوم التكامل التعريف 

 مثال 
ن زاويممة  4كتلممة خشممبية تممزن   أرطممال تممدفع إلممى أعلممي مسممتوى مائممل خممالك مممن الاحتكمماك يكممو 
30 قمموة الجاذبيممة فممي تحريممك الكتلممة  هكممم هممي كميممة العمممل الممذي تعملمم. الأفقممي  لخممطمممع ا

 ؟أقدام  3لمسافة 
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 :الحل
 
 
 
 
 
 
 
 
متجهين وحدويين في الاتجاه الأفقي والعمودي لذلك سميكون   j , i تمثل أعلاه  الشكلفي  

jSiniCosuالمتجمممممه الوحمممممدوي فمممممي اتجممممماه الحركمممممة   3030    . وتعممممممل قممممموة

.  d = 5uوتكمون الإزاحمة  F = -4 j أرطمال لمذلك  4عموديماً إلمى أسمفل وقمدرها الجاذبيمة 
 :ون العمل لذلك يك

)3030(.205).4(. jSiniCosjujdF   
lbft jSinj  . 1030.20   

 #.    وهو العمل الذي يعمل ضد قوى الجاذبية

 المتجهات في الفضاء  .3
توسيع مفهوم المتجه ليكون  نايمكن سنذهب الآن بعيداً إلى الفضاء، حيث ،الدَّارس عزيزي 

هممذا التطمموير . مسممتوى ذي البعممدين فممي الفضمماء ذي الثلاثممة أبعمماد بممدلًا مممن أن يكممون فممي ال
مثممل حركممة الكواكممب أو الجسمميمات فممي مممن وصممف أحممداث فممي عالمنمما الطبيعممي  ســيمكننا

لهممذا الفممرض يلزمنمما . وصممياغة قمموانين كيبلممر ونيمموتن وغيرهمما مجممال كهربممي أو مغناطيسممي 
إدخممال نظممام إحممداثيات ثلاثممي يمكممن بواسممطته وصممف حركممة أي جسممم بإعطمماء مسممافاته فممي 

i 

j 30  

u 
F 
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التي تمثل   zومحور   yومحور   xحظة من  ثلاثة محاور متعامدة نرمز لها بمحور كل ل
 : هذه المحاور يمكن رسمها كالآتي. بالنسبة لأي مجسم طول وعرض وارتفاع 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

  yومحممور   xمممثلًا بإعطمماء مسممافاتها العموديممة مممن محممور  P وتعطمى إحممداثيات أي نقطممة 
يمكمن أن تكمون الثلاثمة همذه الإحمداثيات .  (a , b , c )ثمي لتكتمب كمركمب ثلا  zومحمور 

الموجممب  xموجبممة أو سممالبة حسممب قاعممدة اليممد اليمنممى بحيممث إذا أدرنمما الأصممابع مممن محممور 
ويعطمي الموجمب إلمى أعلمى  zالموجب يشير الإصبع الإبهام في اتجاه محمور  yإلى محور 

مممممثلًا . لممممه هممممو اتجمممماه سممممالب السممممهم فممممي كممممل محممممور الاتجمممماه الموجممممب والاتجمممماه المعمممماكس 
، (  1،1،1)، ( 1،1،1)،( 1،1،1)همي إحداثيات أركان مكعب  وحمدوي فمي المربمع الأول 

(1،1،1 ) ،(1،1،1  )،(1،1،1  ) ،(1،1،1  ) ،(1،1،1 .  ) 
 
 

a 

0 

x 

z 

y 

c 

b 

(0,1,1) 

(0,1,0) 

(1,1,0) (1,1,0) 

(1,1,1) 

(0,0,1) 

(1,1,1) 

(0,0,0) 

P =(a,b,c) 
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كمل قواعمد الجممع . خط له اتجاه معين وطمول معمين ف المتجه على أنه رَّ ع  في هذا النظام يأ 
أساسمماً لهممذه وغيرهمما تسممري كممما كانممت فممي المسممتوى فممإذا أدخلنمما  ،عممددوالطممرح والضممرب فممي 

 :كتركيبة خطية منها صار بالإمكان ثمثيل أي متجه   k , j , iالمتجهات مثلًا المتجهات 
                       (1       )kjia

321
  

. ايته في نقطة الأصل بدون دوران حتى تصير بد  aهذه المكونات نحصل عليها بإزاحة 
(في هذه الحالة ستكون نقطة النهاية هي 

3
,

2
,

1
( A  وهي تمثل نقطة النهاية

والمتجه في آن واحد حيث أن 
1

,
2

,
3

   هي مكونات المتجه وفي نفس الوقت

 . Aإحداثيات النقطة 
 k , j , iمثلًا متجهات الأساس . ل المتجهات في شكل مرتبات ثلاثيةكتابة كويمكن الآن 

 : تكو ن المرتبات
k=  ،(1،1،1)         j= (1،1،1) ,      i= (1،1،1)  

 : ويكون المقدار هو الآتي
                           (1         )2

3
2
2

2
1

 a 

ات الحسممابية علممى المتجهممات بأنهمما عمليممومثلممما فعلنمما فممي المسممتوى يمكممن تفسممير العمليممات 
فنجممممع المتجهمممات أو نطرحهممما بمممأن نجممممع أو نطمممرح المكونمممات المتقابلمممة . علمممى المكونمممات 

وبمما أننما قمد أوردنما  .العمددنضمرب كمل ممن مكوناتمه فمي نفمس  ونضرب المتجه في عدد بمأن
يلممزم برهانمممه فإننمما نكتفمممي بشممرح حالمممة المتجهممات فمممي  كممل خمممواص هممذه العمليمممات وبرهن مما مممما

 . الفضاء ببعض الأمثلة
 مثال

 =a=(1,-4, 2),      b=(,8,71)c        (1,3-,2)إذا كان  ، 

 .وأوجد مقداره  2a – b – cأحسب المتجه 
 :الحل

2a – b – c = 2 (2,-1,3) + (-1,4,-2) – (1,8,7) 
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=  (4-1-1) , (-2,+4-8) ,(6-2-7) = (2,-6,-3)        
 :مكافئأو بتمثيل 

2a – b – c = 2 i – 6 j –3 k 
 :ر المتجه فهوأما مقدا

749)3()6()2(362 222  kji 

 (13)تدريب 
 
 

 

 حاصل ضرب النقطة  1.3
 : أو حاصل الضرب القياسي كالتالي bو   aف حاصل ضرب النقطة لمتجهين ر يع

a.b Cosba          (6) 

a.b .هي الزاوية بين  حيث  0   ًوأيضاa.b =0 ط إذا كان إذا كان وفقa  
 (.ويعتبر المتجه الصفري عمودياً على كل متجه) bعمودي على 

(إذا كمممممممممان 
3

,
2

,
1

( a       و)
3

,
2

,
1

( b  بمممممممممنفس فممممممممميمكن البرهمممممممممان
 :الطريقة التي اتبعناها في حالة المستوى أن

a.b 332211            (7) 

 :أيضاً يمكن البرهان بأن
                  (p a) .(q b) = p q (a . b)                
                  (a).( b + c) = a . b + a. c               

(a+ b) . c = a . c + b . c                                   
 وانين التوزيع وهي ق

 

 أما المتجهات الآحادية 

 i -12 j -16 k 15له نفس اتجاه المتجه   uمتجهاً آحادياً  د  ج  
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k=  ،(1،1،1)         j= (1،1،1) ,      i= (1،1،1)  

 :   فهي تحقق الصيغ المهمة الآتية
                  (8)                1. kk       1و. jj     1و. ii         

                      0..  ikki       0و..  jkkj     0و..  ijji         
 :مثلاً 

i . i = 1(1) + 0(0) + 0(0) = 1 

i .j = 1(0) + 0(1) + 0(0) = 0 

تشمكل أساسمماً آحاديمماً   k , j , iوحقيقمة أن ( 6)عريممف همذه الصمميغ همي نتيجممة مباشمرة للت
 لاحظ أنه إذا كان . داً متعام

kjia 321   
1321321 :      فإن ...).(.   ikijiiikjiia 

.2: بصورة مشابهة نجد أن ja  3و
. ka  

 :أن( 6)، فيتبع من   b , aهي الزاوية بين المتجهين    إذا كانت 
                    (9                           )

ba
ba

Cos
.

 

 (14)تدريب 
 
 

 (15)تدريب 
 
 

متجهين غير صفريين في الفضاء  ، فإننا نعرف كما أسلفنا مكون      b  , aإذا كان لدينا 
a    في اتجاه b   ،Comp b  a      ومسقط ،a  ىعل b   ،Proj b a  كالآتي: 

    b= -4i+j-2k  , a= i-2j+4kأوجد الزاوية بين المتجهين 

 

  a , bزاوية المحصورة بين فأوجد قياس ال a، (5,5)= b =(3,0)إذا كان 
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b
baa

b
comp .

                               
2

).(

b

bba
a

b
proj   

aلاحظ أن 
b

comp  كمية قياسية بينماa
b

proj  كمية متجهة. 

 (14)تدريب 
 
 

 
 
 

(5)أسئلة التقويم الذاتي   
 
 
 

 زوايا الاتجاه وجيوب تمام الاتجاه 2.3
kjiaإذا كان       321    321متجه غير صفري و ,,   بين الزواياa 

 : أن( 9)فإننا نستخلص من    i , j ,kدية احوالمتجهات الآ
 
 (11)  

aa
a

k

k
Cos 3.

3


 

و    
aa

a
j
j

Cos 2.
2


 

و   
aa

a
i
i

Cos 1.
1


 

 

 ويكافئ ذلك الصيغ 
 

(110)   
33
 Cosa       و

22
 Cosa       و

11
 Cosa 

aأوجمد     b = i +2 j – 2 kو     a = 2 i – 3j +kإذا كمان 
b

comp      
aو 

b
proj  وعبر عنه كمجموع لمتجمه مموازي لb   ومتجمه عممودي علمى

b . 
 

  b= (2,5,-1)  , a=(4,-3,6)    أوجد حاصل ضرب النقطة للمتجهين
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321الزوايا   ,,   تسمى زوايا اتجاه المتجهa  ( أو لأي خطL له نفس الاتجاه ) بينما
الأعداد

3
Cos    و

2
Cos   و

1
Cos  تسمى جيوب تمام اتجاه المتجهa   . جيوب

( 110)فإذا وضعنا .  aعن مقدار  بالكامل ، ولكنها لا تقول شيئاً  a تمام الاتجاه تحدد اتجاه 

2في الصيغة 
3

2
2

2
1

2

 a  وجدنا ، 

)
3

2
2

2
1

2(
22

 CosCosCosaa  

 د أن تحقق الصيغة لذلك فهذه الجيوب التمامية لاب
1

3
2

2
2

1
2   CosCosCos  

 (انظر الرسم )
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (16)تدريب 
 
 

 

k 

j 
i 

a 

2
  

3
  

1
  

هل يمكن لأي متجه أن تكون له زوايا اتجاه 
 45,135,60 123     ؟ 
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 (6)أسئلة التقويم الذاتي  
 
 

 
  nRالمتجهات في الفضاء .4
لمى مما قمدمنا يمكمن قياسماً ع.  3Rوللفضماء بمالرمز  2Rنرمز للمستوى بمالرمز   

عدد طبيعمي ورغمم أن همذا  nحيث  nRأن نتصور فضاءً له عدد من الأبعاد نرمز له بم   
الحس ي الذي نعرفه ، إلا أننا نسمتطيع أن ننطلمق ممن المرتبمات بمأي عمدد لا يتحقق في الفضاء 
.  ( u1,u2,…, un)ممن الشمكل  مكمو ن  n ، ويكون المتجه مرتب لمه    nمن المكونات ، لنقل 

لهذه المرتبات صيغ للجممع والطمرح وأيضماً للضمرب فمي قياسمي ونسمتطيع أن نبمرهن أن ونعرف 
 . nRتصح أيضاً بم  3Rو  2Rكل القواعد التي برهناها بم

، ونرمز لها بالرمز نصر من الأعداد الحقيقية ع n تسمى فئة كل المرتبات من : تعريف
nR  الفضاء من ، n  مثلًا المرتب . مكون 

( u1 ,u2 ,…, un)u =  

تسمى مكونات أو   u1 , u2,…, unيسمى نقطة أو متجه في هذا الفضاء، الأعداد الحقيقية 
فإننا نستعمل كلمة قياسي  nR، أيضاً عندما نتحدث عن الفضاء   uإحداثيات المتجه 

 . ونعني بذلك الأعداد الحقيقية   Rلعناصر 
 مثال 

 :انظر إلى المتجهات الآتية
)3,1,2(و   )3,1(و    )2,0(    0,3,4,(و(  

 a = (4, -8 , 1 )ب الاتجاه وزوايا الاتجاه للمتجهأوجد تمام جيو 
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و الثالث متجه له ثلاثة  2Rلأول والثاني لهما مكونان ولذلك فهما نقاط فيالمتجهان ا
، المتجه الأخير له أربعة مكونات وبذلك فهو متجه  3Rمكونات وبذلك فهو متجه في 

عدد المكونات أي ان لهما نفس ن إذا كييمتساو  vو       uيعتبر المتجهان .   4Rفي 
مثلًا المتجهان . المتقابلة متساوية أنهما ينتميان لنفس الفضاء الاتجاهي وكانت المكونات 

نات المتقابلة غير متساوية ( 1،3،1)و (  1،1،3)  ليسا متساويين لأن المكو 
 مثال

),,1()3,2,4(لنفرض أن   zyxyx   من تعريف مساواة
 المتجهات يتبع أن 

31

2

4







z

yx

yx

 

3,1,4ومن هذه المعادلات نحصل على الحلول   xyz 

     جمع المتجهات وضربها بقياسيات 1.4    
nRvuلتكن   , 

            (v1 ,v2 ,…, vn)v =            و (u1 ,u2 ,…, un)u = 

همو المتجمه المذي نحصمل عليمه بجممع  u+vونكتبمه  v , u فمي همذه الحالمة يكمون مجمموع 
 :المكونات المتقابلة 

(vn u1+ v1  ,u2 +v2,….., un+)u+v = 

 همو المتجمه المذي نحصمل   k uويكتمب  u، ومتجمه  kكمذلك يكمون مضمروب عمدد حقيقمي 
 : uفي كل مكون من    kبضرب  عليه

      (k u1 , k u2 ,…, k  un)k u = 
 .nR جهات فيهي مت k uو      u + vلاحظ أن 

 :نعرفأيضاً 
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- u = 1 u  
                                      u – v = u + (-v)            

 

 (12)تدريب 
 
 

 
 . يسمى المتجه الصفري 1ويرمز إليه بالحرف  nRفي (  1، 1، ....، 1)المتجه 

تحت عمليات الجمع الاتجاهي والضرب  nRفي الفضاء الصفات الأساسية للمتجهات 
لها النظرية القياسي   : الآتيةتأف ص 

 : 1نظرية 
nRuvwلأي متجهات  ,,   وأي  قياسيات  k1 k2  يصح التالي: 

 (قانون التجميع)    w  =  u + ( v + w ) + ( u + v )   -أ 

 (خاصية الصفر)                 u+0 = 0+u = u        -ب 

 (خاصية السالب)          u + (-  u) = 0                  -ج 

 (قانون  التبديل)               u + v =   v + u           -د 

 (توزيع الضرب يقاس على الجمع )         k ( u + v ) =  k u + k v      -ه 

ukukukk     -و   11 )(     

)()(      -ز  11 ukkukk  

  u = u . 1                -ح 

 :البرهان
 . w , v , uمن كلك من  i     رقم      المكون    wi , vi , uiلتكن 
: ولمذلك فمإن   u + vممن المتجمه    iالمكمون رقمم    ui+ viممن التعريمف نعلمم أن  -أ 

(ui+ vi)+ wi    هو المكون رقمi   المتجمه  ممن(u+ v) + w   . كمذلكvi+ wi   

 :أوجد      v = (1, 3 , 5 , -2)  ,  u =(2 , -4 , 3 , 1)ليكن 
     u + v    3    وu    4     وu-3v 
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همو المكمون    ui+( vi+ wi)، ولمذلك فمإن    v + wممن المتجمه    iالمكمون رقمم 
همي أعمداد حقيقيمة  wi , vi , uiولكمن    .  u + ( v + w)المتجمه  ممن   iرقمم 

 :ويسري عليها قانون التجميع أي

(ui+ vi)+ wi = ui+( vi+ wi) 
 فإن   لذلك .  i = 1, 2 , ……, nلكل 

(u+ v) + w = u + ( v + w) 
 . ساويةمكوناتها المتقابلة متلنظراً 

 :لذلك فإن.   1( =1، 1، .....،1)هنا تعلم أن  -ب 

u + 0 = ( u1 , u2 , ….., un) + ( 0,0,…..,0 ) 

= ( u1+0 , u2+0 , ….., un+0) = (u1 , u2 , …., un ) 

     u + 0 =  uأي 
 نظراً لأن  -ج 

-u  = -( u1 , u2 , ….., un) = (-u1 ,- u2 , …..,- un ) 

 u + (-u)  = ( u1 , u2 , ….., un) + (-u1 ,- u2 , …..,- un )           فإن

= ( u1 - u1 , u2  -  u2 , ….., un- un) = (0,0,….,0 ) = 0      
 

كمذلك .   u + vممن المتجمه    iهمو المكمون رقمم   ui+ viممن التعريمف نعلمم أن  -د 
vi+ ui  همو المكمون رقممi    ممن المتجمهv + u   . ولكمن vi     و   ui أعمداد
 : ويسري عليها قانون التبديل  لذلك فإن. حقيقية 

ui+ vi = vi+ ui                     i= 1, 2,…..,n 
 .نظراً لأن مكوناتها المتقابلة متساوية      u+ v = v+ uلذلك ستكون 

   +k(ui+ vi): فمإن ، u + vممن المتجمه   iالمكمون رقمم  همو  ui+ vi نظمراً لأن -ه 
همي    k ui و    k vi وبمما أن .   k (u+ v)المتجمه  ممن   iالمكمون رقمم  نو ستك

 يهم   k ui+ k vi، فمإن    بالتتمالي k vو      k uممن المتجمه    iرقمم  اتالمكونم
 لذلك فإن. أعداد حقيقية  k , vi , uiولكن    .  (k u + k v )من    iالمكون رقم 

:k( ui+ vi )=k ui+k vi     كلل  i= 1, 2,…..,n لذلك فإن: 

k ( u+ v ) = k u+k v     تساوي مكوناتها المتقابلة. 
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kkلاحممظ أن علامممة الجمممع الأولممى ترمممز لجميممع قياسمميات  -و  بينممما علامممة الجمممع  1,
ukukترمممممممممممز لجميممممممممممع متجهممممممممممات الثانيمممممممممة  ومممممممممممن التعريممممممممممف نعلممممممممممم أن .   1,

iukk )( 1 
ukkممممممن المتجمممممه   iهمممممو المكمممممون رقمممممم  )( 1  . ولأنiuk   وiuk همممممما   1

ukukمممن المتجممه i   المكونممان رقممم  1   ولكممنkk أعممداد  iuو   1,
 . حقيقية
 :لذلك

iii ukukukk 11)(               i= 1, 2,…..,n 

ukukukkلذلك فإن  11)(  لتساوي مكوناتهما المتقابلة . 

 :، فمممممممممإن   uk1ممممممممممن المتجمممممممممه    iهمممممممممو المكمممممممممون رقمممممممممم  iuk1نظمممممممممراً لأن   -ز 
)( 1

iukk    المكمممممممممون رقممممممممممم هممممممممميi   المتجمممممممممه ممممممممممن )( 1 ukk . ولكممممممممممن  
iukk )( ukkممممممن المتجمممممه    iالمكمممممون رقمممممم  وهممممم   1 )(  ونظمممممراً لأن ،   1

1kk    وiu   فإن. أعداد حقيقية:  

)()( 11 ukkukk   تساوي مكوناتها المتقابلةل. 

 لتعريف نعلم أن من ا -ح 
1 . u  = 1 ( u1 , u2 , ….., un) = (1 u1 , 1 u2 , ….. ,1 un) 

    ( u1 , u2 , ….., un) =  u  .                    = 
 مضروب النقطة 

 :أي nRمتجهين في    v , uإذا كان 
            (v1 ,v2 ,…, vn)v =            و (u1 ,u2 ,…, un)u = 
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ويرمز إليمه بمالرمز  vو uللمتجهين أو القياسي فإن مضروب النقطة أو المضروب الداخلي 
u . v    المممذي نحصمممل عليمممه بضمممرب المكونمممات المتقابلمممة وجممممع يعمممرف بأنمممه القياسمممي

 :المضاريب الناتجة ، أي
nnvuvuvuvu  ...... 2211 

لنسمبة لهمما يسماوي صمفراً أي أنهما متعامدان إذا كان مضروب النقطة باويقال عن متجهين 
0. vu   

 (13)تدريب 
 
 

 
 (6) أسئلة التقويم الذاتي

 
 
 
 

  خصائص مضروب النقطة الأساسية فيnRتتضمنها النظرية التالية: 
 : 2نظرية 

nRuvwلأي متجهات  ,,   وأي قياسيk  يصح: 
 w = u.w +  v . w . (u+ v) -أ 

 v = k ( u . v ).( k u ) -ب 

  u . v = v . u -ج 

.0,.0 -د   uuuu   إذا كان وفقط إذا كانu = 0  

 

 

)4,3,2,1(إذا كان  u       7,5,4,5(و( v   

 .   vبالمتجه  uكيف تصف علاقة المتجه  

 

)4,3,1,2( إذا كممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممان u  1,2,4,3(و( v   

)7,3,2,5(و w،  أوجدvu wuو    . . 
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 :البرهان
nn         :بما إن -أ  vuvuvuvu  ,.....,, 2211 

 : فإن
nnn wvuwvuwvuwvu )(.....)()(.)( 222111  
nnnn wvwuwvwuwvwu  .....22221111 

).....().....( 22112211 nnnn wvwvwvwuwuwu  
                                                    wvwu ..  

),,.....,(     نظراً لأن -ب  21 nukukukuk     فإن : 

       ),.....,,(.)( 2211 nn vukvukvukvuk  

 ).(),.....,,( 2211 vukvuvuvuk nn  
 
uvuvuvuvvuvuvuvu -ج  nnnn ............ 22112211  

02بما أن  -د  iu  لكل  i ،ر سالب جمع أعداد غير سالبة يكون غي وحاصل
 :فإن

0...... 22

2

2

1  nuuuuu 
02فإذا كان  u     لكلi      02فيلزم أن يكون iu    لكلi     أُ إذا وأيضاً

02  كان  iu   02فإن u   . 
nRuvإذا كان  , (  :v1 ,v2 ,…, vn)v =     و (u1 ,u2 ,…, un)u = 

 :تعرف كالتالي d ( u , v )، وتكتب    vو    uفإن المسافة بين النقطتين 
22

22

2

11 )(.....)()(),( nn vuvuvuvud  
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فيعرف بأنه الجذر غير السالب  u  ويكتب uالمتجه ( أو طول)أما مقياس 

 : u . v للمضروب 
22

2

2

1 ...... nuuuuuu  
.0يتبع أن  1نظرية ومن ال uu لاحظ أن. و لذلك فإن الجذر التربيعي موجود : 

)(),( vuvud  
 

 مثال 
)2,5,3,1(لتكن  u       1,5,4,2(و( v   ،
),(أوجد vud   وv 
 :الحل

 
2222 )12())5(5()43()21(),( vud

 
111910011  

46125164
2

1
2

)5(
2

4
2

2 v 

 ، فإن   2Rفي    q =(c, d )و   p = (a , b)إذا تأملنا نقطتين 
2)(2)(),(,

22
dbcaqpdbap  

تقابل الطول الأقليدي المعتاد لسهم من نقطة الأصل إلى    pوذلك يعني أن 
),(كذلك .  pة النقط qpd   تعادل المسافة الأقليدية المعتادة بين النقطةq , p  

  التاليكما في الرسم 
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   3Rوالفضاء  Rكذلك تصح نتيجة مشابهة للنقاط على الخط 
 ملاحظة: 

لاحظ أنه يصح .      1eإذا كان مقياسه يحقق آحادياً متجهاً  eيسمى المتجه 

أن المتجه   nRuلأي متجه 
u

u
ue   هو متجه آحادي له نفس اتجاهu . 

 (شوارتس –كوشي )    :3نظرية 
nRvuلأي متجهين  ,  يصح التالي: 

vuvu . 
 :الآتية قويةالصيغة النبرهن : البرهان

p 

b

 

),( bap   

),( dcq 

 

2)(2)( dbca 

 
db  

ca 

 

22 ba 

 

a
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vuvuvu
n

c

ii 
1

. 

 ، فإن المتباينة أعلاه تصير  v=0أو    u = 0إذا كان 
000  

 0vو   0uلذلك نحتاج فقط لأن نبرهن الحالة عندما تكون . وهي صحيحة 
 :بالنسبة للمتباينة اليسرى نلاحظ أن .  0bو  0uأي عندما تكون 





n

ii

iinnnn vuvuvuvuvuvuvuvu ........... 22112211

والآن لبرهان المتباينة اليمنى نلاحظ أنه . وهذا يبرهن الجانب الأيسر من المتباينة أعلاه
Rxyيصح لأي  ,  أن : 

222 2)(0 yxyxyx  
222متباينة  وذلك يكافئ ال yxyx  

الآن نضع 
u

i
u

x            و
v

i
v

y   فنحصل على : 

22

22

2
v

i
v

u

i
u

vu

i
v

i
u

 

 : ولكننا نعرف من تعريف مقياس المتجه أن
2

11

2
2





n

i

i

n

i

i uuu        وكذلك
2

11

2
2





n

i

i

n

i

i vvv 

iiiiوباستعمال الخاصية  iى المؤشر لذلك نحصل بالجمع عل vuvu  
 : على التالي
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22

22

1
2

v

i
v

u

i
u

vu

n

i
i

v
i

u





 

           2
2

2

2

2



v

v

u

u

 

 :في هذه المتباينة نحصل على التالي

11 





vu

n

i
v

i
u

i 

 :وهذا يقودنا إلى المتباينة المطلوب برهانها

vuvu
n

i
ii 

1
 

قي المتباينة الأقوى وبهذا  تصح المتباينة التي أردنا وبالتالي . نكون قد برهننا ش 
 : برهانها

vuvu . 
بين أي   شوارتس نستطيع الآن أن نعرف الزاوية  –باستعمال متباينة كوشي 

nRvuمتجهين اثنين  ,   بالصيغة التالية: 

vu

vu
Cos

.
 

.0لاحظ أنه إذا كانت  vu   فإن90   ( أو
2

   )وهذا يتفق مع تعريفنا للتعامد . 
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يمكن  برهانها باستعمال متباينة كوش شفارتز  بمتباينة مينكو فسكيوهناك نظرية تعرف 
 :هي الآتية

 :نظرية
nRvuا كانت إذ , 

vuvuفإن     المثلثهذه النظرية تعميم لمتباينة. 
 :البرهان

0إذا كان   vu   لذلك , ، فإن المتباينة تصح لأن الجهة اليمنى غير سالبة
0يمكن أن نعالج الحالة vu  لهذا الغرض نلاحظ أن

iiii vuvu  ( متباينة المثلث لأي أعدادii uv   :لذلك ( ,

  


n

i
ii

n

i
ii vuvuvu

1

2

1

22

)( 

  )( iiiiiiii vuvuvuvu         
( )i i i i i iu v u u v v     

 
 :نجد أن شفارتس. بإستعمال متباينة كوش والآن 

uvuuvu i

n

i
ii  

1
 

1

n

i i i
i

u v v u v v
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 :لذلك نستنتج أن
vvuuvuvu 

2

 

                      )( vuvu  

vuوبالقسمة على   نحصل على المتباينة المطلوبة 

   vuvu         # 
 (2)أسئلة تقويم ذاتي 

  
 
 

 

 
  ncالمتجهات في الفضاء المركب    .5

لها القواعد الآتية في   (a,b)تعرف الأعداد المركبة بأنها أزواج مرتبة من أعداد حقيقية 
 المساواة والجمع والضرب 

(a , b) = ( c , d ) 

 b = dو    a = cإذا كان وفقط إذا كان 

(a , b) + ( c , d )= ( a + c , b+d ) 

(a , b) . ( c , d )= ( ac-bd  , ad+bc ) 

صممفات الجمممع والضممرب فممي وهممي نظممام جبممري يسمممى حقمملًا ويشممبه نظممام الأعممداد الحقيقيممة 
ليعني مجموعمة الأعمداد الحقيقيمة ، فإننما نسمتعمل الرممز   Rنستعمل الرمز ومثلما . وغيرها 

C  ليرمز لاعداد المركبة . 

izإذا كان  32      وiw 25  فأوجد

wz +  ،wz ،z ،z

w
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كتبناهمما فممي  وأول ممما نلاحظممه أن الأعممداد الحقيقيممة هممي فئممة جزئيممة مممن الأعممداد المركبممة إذا
 aوذلك يعنمي أننما نوحمد أو نسماوي بمين العمدد الحقيقمي ( a، 1)شكل أزواج مرتبة من النوع 

 :رب الأعداد ستكون متساوية ،مثلاً وذلك لأن نتائج جمع وض( a، 1)والعدد المركب 
(1 ،ab( = )1 ،b( )1 ،a     )و    (1 ،a+b( = )1 ،b( + )1 ،a) 

 a + b = a+ bو         a . b = a bتماماً مثلما يكون 
للانتقمممممال لاعمممممداد  aبالعمممممدد الحقيقمممممي ( a، 1)ومممممما علينممممما إلا أن نسمممممتبدل العمممممدد المركمممممب  

 .للانتقال لاعداد المركبة ( a، 1)بالعدد المركب    aالحقيقية أو نستبدل العدد الحقيقي 
 : الذي يملك الخاصية المهمة iبالحرف ( 0، 1)يرمز للعدد المركب  
1)0,1()1,0()1,0(.2  iii 
 1i       أو بصورة أخري

 :وباستعمال الصيغ
( a , b ) = ( a , 0 ) + ( 0 , b ) , ( 0 , b ) = ( b , 0 ) ( 0 , 1 ) 

 :نحصل على التمثيل
( a , b ) = ( a , 0 ) + ( 0 , b ) = ( a , 0 ) + ( b ,0 ) ( 0 ,1 )   a + i b  

، وذلمك لأننما نسمتطيع أن ( a , b) أسهل فمي الاسمتعمال ممن الرمزيمة  a + i bالرمزية 
نحصل على جمع وضرب أعداد مركبة فقط بالجمع والضرب العاديين مع ملاحظة أن 

12 i  : 
( a + b i  ) + ( c + d i )= a + c + b i + d i  = (a + c )+i ( b+d ) 

( a + b i  ) . ( c + d i )= a  c + b c i + a d i +  b d 
2i     

                                             =( a  c - b d ) + ( b c +  a d ) i    

 .قدمناه آنفاً وذلك بدون استذكار تعريف الجمع والضرب الذي 
العمدد المركمب  ، كمذلك نعمرف    z = a + b iأي     zنرممز للعمدد المركمب بمالحرف 

،      zهممممو الجممممزء الخيممممالي للعممممدد المركممممب  bهممممو الجممممزء الحقيقممممي ، و  aونقممممول ان 
بالصمممممممممميغة zونرمممممممممممز لممممممممممه بممممممممممالحرف  zنعممممممممممرف العممممممممممدد المرافممممممممممق للعممممممممممدد المركممممممممممب 

biaz . 
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22لاحظ أن  bazz    .0ان و إذا كz   فإن العدد العكسي من

z  1الذي نرمز له بالحرف
z   والقسمة علىz تيخذ الشكل الآتت : 

iz
ba

b

ba

a

zz
z

2222

1











و              
1

 zw
z

w
 

zzبالآتي  zلعدد ونعرف هنا أيضاً سالب ا .1 
كما نعرف عملية الطرح بين عددين 

)(:بالآتيwوzمركبين zwzw  
فإننمما نمثممل الأعممداد المركبممة ومثلممما نمثممل الأعممداد الحقيقيممة بنقمماط علممى الخممط المسممتقيم 

فممي المسممتوى تمثممل ( a , b)علممى وجممه التحديممد نجعممل النقطممة . نقمماط علممى المسممتوي ب
biaZ  العممممدد المركممممب    أي العممممدد المركممممب الممممذي جممممزؤه الحقيقممممي همممموa  

 .  bوجزؤه الخيالي هو 
 :أو طوله تكون كالتالي zأيضاً القيمة المطلقة للعدد المركب 

22
baz  

zzzوتكافئ الصيغة  ( a , b )وهي تعني طول المتجه   

 (28)تدريب 
 
 

 

من أعداد مركبة ونرمز لها بالحرف  nبعد ذلك ننظر إلى مرتبات عددها 
nc  ونسمميها

، فإننمما nRقيقيممة بتكمموين ومثممل ممما فعلنمما فممي حالممة الأعممداد الح. الفضمماء النمموني للمركممب 

iz إذا كان 32       وiw 512 
 z ،wفأوجد  
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ننظر إلى عناصر 
nc  على أنها نقاط أو متجهات بينما تسمى عناصرc  قياسيات

. 

نعرف الجمع الاتجاهي والضرب القياسي في 
nc كالتالي: 

),.....
22

,
11

(),....
2

,
1

(),.....
2

,
1

(
n

wnzwzwz
n

wwwnzzz  

),.....,
2

,
1

(),.....
2

,
1

( nzzzzzznzzzz  

Czizحيث  ,.   لكلi = 1, 2 , ….,n   
 

 :مثال
)67,44,5()64,5,23()3,4,32( iiiiiiii  

   )6,82,46()3,4,32(2 iiiiii  
    = v(w1 ,w2 ,…, wn)  و     = u(z1 ,z2 ,…, zn)     الآن ليكن 

أي  متجهات في 
nc  . مضروب الداخلي أو أيضاً مضروب النقطة أو النعرف

 :كالتالي  vو   uالمضروب القياسي للمتجهين 

nn wzwzwzvu  ...... 2211 
 vو   u إذا كان nRن هذا التعريف يتقلص إلى التعريف السابق في حالة إلاحظ 

iiمتجهات حقيقية لأن في هذه الحالة يكون  ww   أما قياسu رف كالتاليفيع: 

nnzzzzzzuuu  ........ 2211 

            
22

2

2

1 ....... nzzz  

        0uأعداد حقيقية وموجبة عندما يكون        uوبالتالي   u . uأن لاحظ 
 .0u في حالة  1و 
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 :مثال 
 : ليكن

             )2,4,32( iiiu       64,5,23(و( iiv  
 في هذه الحالة يصح 

)64(2)5()4()23()32(. iiiiivu  
              )64(2)5()4()23()32( iiiii  

                            iiii 16812852013  
           )2)(2()4()4()32()32(. iiiiiiuu  
        )2)(2()4()4()32()32( iiiiii  
                                                          
34411694  

34.  uuu 

الفضاء
nc  أعلاه للجمع والضرب القياسمي وضمرب النقطمة يسممى  فةعرَّ المأ مع العمليات

 .لمركب االفضاء الأقليدي النوني 
=),,........,(و مجموعمة كمل المرتبمات ه: الفضاء الأقليدي النوني  21 nxxxx  ذات الطمول

n  حيثCxxx n ∈,........,,  :أي أن  21
( ){ }CxxxxxxC nn

n ∈,,.........,:,........,,= 2121  

=),,........,(وتمثممممممممل العنصممممممممر  21 nxxxx  متجهمممممممماً أو نقطممممممممة فمممممممميC
n  وكممممممممما تسمممممممممى ،

nxxxالأعداد ,........,,  .النقطة مركبات أو إحداثيات ذلك المتجه ، أو تلك 21
(المتجمممممه 

3

2
Cهمممممو متجمممممه ذو إحمممممداثين إذاً همممممو عنصمممممر فمممممي    )1,

، أمممممما المتجمممممه  2

( Cفهو عنصر في  7,5,1,-6(
 .وذلك لوجود أربعة إحداثيات فيه 4
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 تكون المرتبات متساوية أي 
),,.........,(=,),,.........,(= 2121 mn yyyyxxxx                  

mniyxكانت و  n = mإذا و فقط إذا كانت  ii =,,.........2,1=∀=  
 مثال 

 :التي تجعل المتجهين  x , y , zأوجد قيم 
( )

)6,4,0(=

+,+,+=

v

xzzyyxu 

 متساويين
 الحل

 من التعريف السابق للتساوي يكون 
6=+,4=+,0=+ xzzyyx 

 :وبعد حل هذه المعادلات نجد أن 
x = 1, y = -1 , z = 5 

 (21)تدريب 
 
 

 
 (22)تدريب 

 
 

 
 
 
 
 

 , u+v , 5u – v , u+qاحسب كلًا من 

 u =(3 , 2, -1) , v =(2 ,4 ,9) , q = (5 ,7,1,-8)إذا كان 
 

 

 :إذا كان 
)36,5,7(=)-2,-9,6(+)-1,0,1(+)1,9,2( zxy 

 (إن كان ذلك ممكناً )التي تحقق المعادلة السابقة  x , y, zفأوجد قيم 
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  ( 3) أسئلة التقويم الذاتي
 
 
 
 
 

  
 

 

 

 

 ملاحظة

 

بالصيغة        u . vإذا كنا قد عرفنا 

nn wzwzwzvu  ...... فإنه سيكون من     2211
 0u حتى في حالة  u . u = 0الممكن أن تكون 

)1,,0(إذا كان : مثلاً  iu      011فمإن. uu   . أيضماً فمي
uuالواقع   .قياً قد لا يكون عدداً حقي .

 إذا كان ( أ)

u = (3,4,5) , v = (-4,6,-7) , w = (5,8,1,9) 

 :فأوجد 

1) 4u+v 

  2) u-v 

  3) -5v 

  4) 2u-v-w 

 التي تحقق المعادلة x , y , zأوجد قيم ( ب)
x(1,1,0)  + y (1,0,1) +z (0,1,1) = (10,9,17) 
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 خلاصةال
وعرفنا تمثيلها في القسم الأول من هذه الوحدة عرفنا المتجه أنه كمية لها مقدار واتجاه 

طولها مقدار المتجه وعرفنا  يطع  الاتجاهات ويأ  يطع  سهم في مستوى تأ هندسياً على شكل أ
 .ونقطة نهاية كذلك أن لكل متجه نقطة بداية

وكيف تحصل على جمع  وفي جبر وقوانين المتجهات عرفنا متى تكون المتجهات متساوية
وعرفنا المتجه الصفري الذي يقوم بدور " بقانون متوازي الأضلاع"يعرف  متجهين والذين

مهم مع المتجهات مشابه الدور الذي يقوم به الصفر مع الاعداد ، وعرفنا كذلك أن للمتجه 
a له نفس المقدار ولكنه في الاتجاه المعاكس ويرمز له بالرمز نظير– a  وكذلك عرفنا

 : التفريع يقانون

pbpabap

qapaaqp

+=)+(

+=)+( 

pqحيث  baقياسيان، ,  متجهان ,
 .يوعالجنا كل هذه القوانين والخصائص بالتمثيل الهندس

دخالها في نظام إتجهات قمنا بتمثيلها في مستوى وذلك ببعد هذا العرض الهندسي للم
 .حداثيات مستطيلة له نقطةإ

وفي القسم الثانى عرفنا مضروب النقطة لمتجهين الذي ينشأ في مسائل هندسية عندما يراد 
العمل الذي  مقداريجاد مكون متجه في اتجاه متجه آخر أو مسائل فيزيائية عندما يراد إ

وعالجنا كذلك في هذا القسم . ل في اتجاه حركة الجسم الذي تعمل عليهتقوم به قوة لا تعم
 .سقاط متجه على آخر، والعمل لحاصل ضرب نقطةإ

المتجهات في الفضاء حيث قمنا بتوسيع مفهوم المتجه ليكون في  ، في القسم الثالث
ُ  البعدين مما  يبعاد بدلًا من المستوى ذأثلاثة  يالفضاء ذ يات حداثإ دخال نظامإ  لزمنا أ 

يمكن بوساطته وصف حركه أى جسم بإعطاء مسافاته في كل لحظة من ثلاثة  ثلاثية
 :يمحاور متعامدة، وعالجنا حاصل الضرب القياس
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 θbaba cos=. حيثθ  هي الزاوية بينba,  ،πθ إذا  ba.=0وأيضا  0≥≥
(. عمودياً على كل متجه يويعتبر المتجه الصفر ) bعمودي على  aكان وفقط إذا كان 

 .وعرفنا كذلك زوايا الاتجاه وجيوب تمام الاتجاه
تحت  nRساسية للمتجهات في الفضاءبرهنا الصفات الأ nRقسم المتجهات في الفضاء 

، وعرفنا كذلك أن المتجهان يكونان متعامدان يوالضرب القياس يمليات الجمع الاتجاهع
 .ذا كان مضروب النقطة بالنسبة لها يساوى صفراً إ

من حيث المساواة والجمع  nCالقسم الخامس عالجنا المتجهات في الفضاء المركب 
عداد الحقيقية في صفات الضرب ظام الأوالضرب ويسمى النظام الجبري حقلًا ويشبه ن

مع عمليات الجمع والضرب والقياسي وضرب  nCواخيراً عرفنا أن الفضاء. الجمع وغيرهاو 
 .بالمرك   يالنقطة يسمى الفضاء الاقليدى النون

 لمحة مسبقة عن الوحدة التالية
ت موضوع المتجهات ، وسوف نتعرف ولى التى عالجمن الوحدة الأالدَّارس عزيزي  انتهيت  

بعون الله في الوحدة التالية من هذا المقرر على موضوع نظم دراسة المعادلات الخطية 
 يوالتى ستتابع فيها الطرق المنتظمة لحل هذه الانظمة، وسوف نتعرف على النظام  الخط

ام ساسية بين النظامين، وفي طرق حل نظالمتجانس وغير المتجانس والعلاقة الأ
المعادلات الخطية سنتعرف على طريقة جاوس التخفيضية، وسنتعرف ايضاً في الوحدة 

 .يوالحل غيرالصفر  يصفر لالتالية على الحل ا
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 التدريبات إجابات 

 (1)تدريب 
→→ =الطرف الأيمن 

+=++( abbaabcabc )
→→→  

 0=)ba-(+ →→

ba  
 (2)تدريب 
 

→→
21 + rr = kji 263   

7=49=4+36+9=
→
+

→
21 rr  

→→
21 + rr (وحدة المتجه  ) = kji

kji

rr

rr

7

2

7

6

7

3

7

2_63

21

21 













 

 (3)تدريب 
1

49

49

49

4

49

36

49

9

7

2

7

6

7

3
 kji 

 (4)تدريب 
kjir 3+4+2=

→
1 

kjir 2+5_=2

→
 

kjirr 5+_3=+⇒ 21

→→ 
 (5)تدريب 

 :نجد( 11)  -( 8)باستعمال القواعد 
a + 3 b – 2 c = (3,2) + 3(2,5)  -2 (-3,1) 

                              (1-13+1   ,6+6+3= ) 
  (13  ,13= ) 
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 أو 
a + 3 b – 2 c = 15i + 15 j 

 :وبالتالي فإن المقدار سيكون
45022522515151515 22  ji 

                                          215 
 (4)تدريب

 B , Aبالنقاط  1أي المتجهين الذين يصلان  B , Aإذا رسمنا المتجهات الموضعية للنقاط 
 :، فإننا نجد أن

AB = OB – OA 
 
 
 

  كما في الرسم
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  لذلك سيكون 
),(),(),( 22112121   AB = OB – OA   =     

(21, = )B    

(2 ,1= )A 

0 
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 أو 
ji )()( 2211    AB  = 

 :، فإنB = (4, -1),  A = (-2, 3) إذا كان مثلاً 
ji 46)4,6()31),2(4(   AB  = 

 ( 6) تدريب 
(2a+3b). (5b+2c) = 2a .(5b+2c) + 3b .(5b + 2c) 

 = 10ab + 4ac + 15bb +6bc =  
 10(31+1-3+-24)+4(32+13+-25) 

 15(1
2+3

2
+4

2
)+6(12-33+45) = 

  10-8+4-1+1526+613 = 384 

 (2)تدريب 
                      (a+ b)  . (c + d) = a . (c+ d)  + b . (c + d)  

                  a . c+ a . d  + b . c + b .  d  = 

    a.a+a.b+b.a+b.b  =(a+ b)  . (a+ b)   =
2

ba   

                       
2

2
2 . bbaa = 

بالنسبة للمتجهات   p a .b = p ( a . b )وعموماً   (a.b)2التعبير   2a . bي هنا تعن
 . يعني ذلك   j = (0,1)   , i = (1,0)الوحدوية 

1)0(0)1(1. ii    1)0(0)1(0و. ji   0)0(1)1(1و. jj 
.1أي باختصار  ii             0و..  ijji                  1و. jj 

jiaباستعمال هذه الصيغ ، إذا كان  21  : 
 :نجد أن 

12121 ..).(.   ijiiijiia 
 :وكذلك

22121 ..).(.   jjjijjija 
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 (3)تدريب 
 pي قياسي لأ a = p b سيكونان متوازيين أو في استقامة واحدة إذا كان  b , a المتغيران 

 :ذلك يعني.   0 ≠
3i +j = p ( -2i + t j) 

 :وبمساواة المكونات نجد
-2 p = 3          ,              p t = 1 

وبحل هاتين المعادلتين نحصل على القيم 
2

3
p     و

3

21


p
t  . 

   a . b =0يتعامدان إذا كان  b , a أما بالنسبة للتعامد فإن 
 أي 

06)2).(3(  ttjiji 
 أي                                   

6t 
 (18)تدريب 
 هنا تجد

      2)1(1 22 a                 ,1)1(1)2(1. ba 
 

512 22 b 

       لذلك                                     
10

1

52

1.


ba
ba

Cos 

6.71 والذي يعني                                  
10

1
 arcCos 
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 ( 11)تدريب 

6=1+1+2=

6=2+11=

222

222

b

a
 

    =  60            
2

1

6.6

3.
cos 

ba

ba  

 ( 12)تدريب 
26)1(5 22 b                 ,13)1(2)5(3. ba 

 لذلك 

26

13. 

b
baa

b
comp 

 و
Proj b a = (Comp b a) u b     







 
26

5

26

13 ji
 

                         ji
2

1

2

5
 

 وأيضاً 

a - Proj b a   













  jiji

2

1

2

5
)( 23  

  ji
2

5

2

1
                                          

 يساوي  aلذلك فإن .  bمعامد للمتجه وهذا المتجه الأخير 
jijijia 23)

2

5

2

1
()

2

1

2

5
(           # 
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 (13)تدريب 
2562516)6(15161215 222  kji 

kjiلذلك      
kji

kjiu
25

16

25

12

5

3

161215

161215





 

 (14)تدريب 
.1)4()2)(1(4)2(14                         أولًا نجد  ba 

           21)2(1)4( 222 b                 و          
214)2(1 222 a       

                                            لذلك
3

2

2121

14.





ba
ba

Cos 

8.131 
 ( 15)  تدريب 

 a .b = 35 +05 = 15  , 25=,3= ba  

2

1

253

15

.

.





ba
ba

Cos  

θ = ο45  

 (14)تدريب 
.2)1()3)(2(1)2(6    أولًا نجد                       ba 

 
 39)2(21 222 b      

2فإن                                   

3

6.





b
baa

b
comp 
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9

)22(6

2

).( kji

b

bba
a

b
proj


 

                                              kji
3

4

3

4

3

2
 

aالمتجه 
b

proj  موازي للمتجه  b والمتجه 

a - Proj b a   )()(
3

4

3

4

3

2
32 kjikji    

  kji
3

1

3

5

3

8
                                         

 سيكون bومتجه عمودي على  bكمجموع متجه موازي ل  aلذلك تمثيل . b معامد للمتجه 
)

3

1

3

5

3

8

3

4

3

4

3

2
()( kjikjia   

 (16)تدريب 

 :بما إن
2

1
,

2

1
,

2

1
123   CosCosCos 

1 :فإن
4

1

2

1

2

1
3

2

2

2

1

2   CosCosCos 
 الجواب  لا 

 (12)تدريب 
= ( 3, -1, 8 , -1)(2+1, -4+3 , 3+5 , 1-2 )u+v = 

 = ( 3.2 , 3.( -4) , 3.3  , 3.1)                         (2, -4 , 3 , 1 )3u = 
= ( 6 ,  -12 ,  9  , 3)                                     
 + ( -3, -9, -15 , 6)            (8, -16 , 12 , 4 )4u-3v = 

                         ( 5 , -25  , -3 , 10 ) = 
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 (13)تدريب 
             u . v =1.5 + (-2).(-4) + 3.(5) + (-4).7بما إن 

                              = 5 +  8 +  15 - 28 = 0     

 . متجهان متعامدان  vو    uفإن 
 (28)تدريب 

139432 22 z 
1316925144)5(12 22 w 

 (22)تدريب 
 :الطرف الأيسر يساوي

(3y ,y,9y)+(x,-x,0)+(6z,-2z,-9z) = (2y +x+6z , y-x-2z , 9y -9z) 

 :وبمساواة الطرف الأيسر بالطرف الأيمن نحصل على المعادلات
2y + x + 6z = 7……….(1) 

  y – x - 3z = 5…….....(2)  

     9y - 9z = 36………(3) 
 ينتج( 1)و ( 1)بجمع 

 y + z = 4  

 : 9والتي تكون معادلتها بعد القسمة على ( 3)وهذا يناقض 
y – z = 4 

 (12)تدريب 
  vحداثي المناظر في للإ uنجمع إحداثيات  u + vلًا من حتى نحسب ك

  u + v = (3,2,-1) + (2,4,9) = (5,6,8) 

ونجممع همذا النماتج ممع  5بالعمدد  uنضمرب كملًا ممن إحمداثيات  5u – vوكذلك عنمد حسماب 
  – vالإحداثيات المناظرة لم 

 5u – v = 5(3,2,-1) + (-1)(2,4,9) = (15,6,-5) + (-2,-4,-9) = (13,2,-14)  
 فهو غير معرف لأن   u + qأما 

43 ∈,∈ CqCv  
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 التقويم الذاتي أسئلة إجابات
 ( 1)أسئلة التقويم الذاتي 

 ليس متجه( ب)ليس متجه                    ( أ)
 متجه( د)متجه                         ( ج)
 متجه(و)ليس متجه                 ( هم)
 متجه(ح)                  ليس متجه ( ز)
 متجه(ط)

 ( 2)أسئلة التقويم الذاتي 
 (أ)

 1-         

 cd)(
→→→→→

bcabcdbcab 
→→→

=+ adcdac                
2-                0=+=++++

→→→→→→→

daaddadacdbcab 

 (ب) 
 )1(..........+=

→→→

bcabac   

      )2.........(+=
→→→

adbabd  

 :بالجمع ينتج 
→→→→→→

+++=+ adbcbaabbdac  
→→→

adadbdac +2+0=+⇒
→ لان   →→

2= adbc  

⇒
→→→

adbdac 3=+  
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 (3)الذاتي  تقويمأسئلة ال
 (أ)

 12i + 5 jمقدار 
1316925144512512 22  ji 

 لذلك

ji
ji

jiu
13

5

13

12

512

512





 

 (ب) 

1) a = ( 
2

1
-,

2

1
 (  =  a = 1=1=

2

1
+
2

1
=

2

1
-+

2

1
22

 

 a متجه وحدة. 
2) b = (3,4)  

b  = 5=25=16+9  

b    وجد متجه الوحدة للمتجه لا يمثل متجه وحدة ، نأb    

 b  = →

→

b

b
= 

1 3 4
(3,4) ( , )

5 5 5
b     

3) c = (0,2) 

c  = 2=4=4+0  

c    لا يمثل متجه وحدة ، نوجد متجه الوحدة للمتجهc    

 c = →

→

c

c
= )1,0(=)2,0(×
2

1 c⇒  

4) d = (1,0) 



 77 

d  = 1=1=0+12    

 d  متجه وحدة. 
 
 ( 4)سئلة التقويم الذاتي أ
 (أ)

a . b = 2(4) + 5 (-1) = 8 – 5 =3 

 (ب)
(1) a.b =3 2 + (-2) 4 + 1(-3) = -5 

  الزاوية بين a.b منفرجة. 
(2) a.c  = 3 3 +(-2) 6 + 13 = 0  

  الزاوية بين a.c  قائمة أي أن  aوc    متعامدان. 
(3) b.c = 23 + 46 +(-3) 3 =21 

 وية بين الزا b.c حادة. 
 ( 5)أسئلة التقويم الذاتي 

 
a . b = 4(2) + (-3)(5) +6 (-1) = 8 – 15 - 6 =-13 

 (4)ذاتي  تقويمأسئلة 
1

3
,8

2
,4

1
  

91)8(4 2222
3

2
2

2
1

  a 

لذلك              
9

1
3
Cos    و

9

8
2

Cos   و
9

4
1
Cos 

: والزوايا المقابلة لها هي 6.63,7.152,6.83 123   
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 (6)ذاتي تقويمأسئلة 
u . v =2.3 + 1.4 + (-3).(-2) + 4.1 

= 6 +  4 +  6 + 4 = 20   

u . w =2.5 + 1.(-2) + (-3).3 + 4.7 

= 10-  2 -  9 +28= 27   
 

 (2)أسئلة تقويم ذاتي 
iiiiiwz  72352)25()32( 

iiiiiiwz 11+16=
2

6415+10=)25()3+2(= 

iiwiiz 2525,3232  

i
i

ii

ii

i

i

z

w

13

19

13

4

13

194

)32)(32(

)32)(25(

32

25













 

 
 ( 3)أسئلة التقويم الذاتي 

x(1,1,0) + y(1,0,1) + z(o,1,1) = (10,9,17) (                                أ)
    (-4,6,-7) = (8,22,13)     
 1) 4u + v = 4(3,4,5) + (-4,6,-7) = (12,16,20)+ 
2) u – v =  (3,4,5) - (-4,6,-7)  = (-7,-2,-2) 

3) -5v = -5(-4,6,-7) = (20,-30,35) 

4)غير معرف    
                                      x = 1 , y = 9 , z = 8( ب)
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 مسرد المصطلحات
 Vectorالمتجه  *

ال هو كمية لها مقدار واتجاه مثل السرعة، والتسارع، القوة، العزم، المجال الكهربائى، المج
 .زاحةالمغناطيسى والإ

 المتجه القياسي  *
 .ونهايته أي نقطة في الفضاءهو المتجه الذي بدايته نقطة الأصل 

 حاصل الضرب الداخلي لمتجهين  *
متجهمممين وكانمممت الزاويمممة بينهمممما ، فمممإن حاصمممل الضمممرب المممداخلي للمتجهمممين  a,bإذا كمممان 

a,b يعرف بمم: 
a.b = θba cos  

 :قلال الخطيالاست *
 وكانت ( متجهاً )فراغاً خطياً  Cإذا كانت 

Cccc n ∈,.....,,  :يقال أن 21
ncccالمتجهات            ,.....,,  :مستقلة خطياً إذا وفقط إذا تحقق الشرط التالي 21

Raaaإذا كان  n ∈,.....,,  :بحيث أن 21
0.....a 2211  nncacca 

               فإن               

             0==.....== 21 naaa 
 R (n-dimensional)Euclidean Space( nذو البعد ) nRليدي الفضاء الأق *

)مجموعة كل المرتبات  )
nxx )حيث  nذات الطول  1,....., )Rxx n  :أي أن 1,.....,∋

nR =   Rxxx nn ,.....,:,.....,x 11  

)ويسمى العنصر  )
nxx ,.....,1 x =   متجهاً أو نقطة فيnR كما تسمى الأعدادnxx ,.....,1 

 . حدثيات ذلك المتجه أو تلك النقطةإمركبات أو 
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ر الفكممر للطباعممة والنشممر دا  :1ط الرياضــيات والهندســة التحليليــةخالممد قاسممم سمممور ،   -
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 .م1113عمان ، المفتوحة ، 
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 المقدمة
 تمهيد 

والتى سنتعرف  خطيبر الجمرحباً بك عزيزى الدارس في الوحدة الثانية من مقرر ال
نتعرف في . نظمةالمعادلات الخطية والطرق المنتظمة لحل هذه الأ من خلالها على أنظمة

بين ثلاث حالات لحل نمايز لى معنى المعادلة الخطية وكيف إالقسم الاول من الوحدة 
 خطييتناول نظم المعادلات الخطية فيه نتعرف على النظام ال نيالقسم الثا. هذه المعادلة

القسم الثالث نتعرف على . ساسية بين النظامينجانس والعلاقة الأمتجانس وغير المتال
الحذف )طرق حل نظام المعادلات الخطية وفيه سنتعرف على طريقة غاوس التخفيضية 

لى قسمها الرابع حلول نظم المعادلات المتجانسة وفيه نتعرف إوتنتقل بك الوحدة ( يالمتتال
 .يوالحل غير الصفر  يعلى الحل الصفر 

في متن هذه الوحدة تدريبات وأسئلة تقويم ذاتي وأمثلة مع حلولها ، أرجو أن تجد  
 . تفيد منها وأن تساهم معنا في نقدها 

 أهداف الوحدة 
  
             

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

عزيزي الدارس بعد الإنتهاء من دراسة هذه الوحدة أن تكون قادراً  ع منكيتوق
 : نعلى أ

 .المعادلة الخطيةتعرف  -
 ر المتجانسة من المعادلات الخطيةنظمة المتجانسة وغيلأحلول ا تجد -
 بين النظام المتجانس وغير المتجانس  تقارن  -
 فيضية نظمة المتجانسة باستعمال طريقة غاوس التخحلول الأ تجد -
 .مثلة هل يملك النظام المتجانس حلولًا صفرية وغير صفريةبالأ تشرح -
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 المعادلة الخطية. 1
هني المعادلنة التني تكتنى علنى  x1,x2…,xnمنن المتيينرات  nالمعادلة الخطية في  

 :الصورة
                    (2            )bxaxaxa nn  ......2211 
Rbaiأنحيننننث  ,       وix المتييننننرات وذلننننك لكننننل أوالمجاهيننننل  هنننني i الفتننننرة  فنننني 

ni 1.  و   n تسنمى هننا القياسنيات. طبيعنيعندد  أي ai  .ت للمتيينراتملااعنالم xi 
  iحينثالمعادلنة  فنيالنواردة xi المتيينرات عددينة  يويعطن   xiينرد مضنروباً فني     aiكنل )

 .للمعادلة  أو ببساطة الثابت الحد الثابت  bالقياسيويسمى . (  n , 1تأخذ القيم بين
 

 مثال
 :أي من المعادلات التالية خطية

2 )7-=7+8 yx 
1 )8=6y-3 3x 
8 )0=x-5+ 321 xx 
4) 8=+9+

6
zy

x
 

5)32
8

1
 zxy 

 :الحل
على الصورة العامنة للمعادلنة الخطينة ، المعادلنة الثانينة ليسنت خطينة  يخطية وهالالمعادلة 
، وتعتبر المعادلة الرابعة  3x،وكذلك المعادلة الثالثة ليست خطية وذلك لوجود 3yلوجود 

كننذلك ليسننت خطيننة نسننبة لوجننود 
x

، أمننا المعادلننة الخامسننة فتعتبننر خطيننة ويمكننن كتابتهننا 6
 :على الصورة العامة كما يلي

-3=2z+y-
8

1
x 
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 :مجموعة قيم للمجاهيل مثل أينعتبر 
x1 = k1       , x2 =k2      ,…….. ,  xn = kn 

 :حققت المعادلة إذاثابتة ، حلًا للمعادلة أعداد  k1,  k2  , kn يث ح
bkakaka nn  ......2211 

 الأعندادفئنة  أنهنذه الحالنة نقنول  فني (  ixمحل متييرها  k i  حللنا كل من قيمةأحيث )

k1,  k2 ,… , kn  .تحقق المعادلة ونرمز لهذا الحل بالمرتى: 
u = ( k1,  k2 ,…….. , kn) 

 مثال
3532  هيكانت المعادلة  إذا 4321  xxxx  ،الرباعين المرتى إف  

u = (1,2,4,2)   هو الحل للمعادلة لأن 
1.1 + 2.2 -3.4 + 5.2 = 15 – 12 = 3 

 :ليست حلًا لأن    v = (2,-1,0,5) الرباعيولكن المرتى 
1.2 +2 (-1) -3.0 +5.5 = 25 ≠ 3 

نمينز بنين وهي الصورة العامة للمعادلة الخطينة ( 2)يجاد حل للمعادلة  لإ،  رسعزيزي الدا
 .ثلاث حالات 

فإنننا نعيند كتابنة المعادلنة   01a ≠  أنفر ولنقال صاحاد المعااملات مخاالف للأكاان  إذا( أ)
 الآتيبالشكل 

nn xaxabxa  ......2211 

nأو                             

n x
a

a
x

a

a

a

b
x

1

2

1

2

1

1 ...... 

nxxx يم للمتييننراتقنن أيبننافترا   1xونحصننل علننى قيمننة   ,....,, هنننا يمثننل المرتننى . 32
nxxx ,....,, حننل لكننل )مننن الحلننول مننن هننذا النننو   نهننائيلا حننلًا للمعادلننة ويوجنند عنندد  21

nxxx افترا  للقيم ,....,, 32). 
 .  b ≠ 0  كلها مساوية للصفر ولكن. iaت كانت المعاملا إذا( ب)

bxxx                              أى n  .0.......0.0 21 
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 b  الشرط أنمتناق  حيث غير متناسق أو هو  تملك حلًا لأن النظام فأن المعادلة لا

nxxxاختيار للمتييرات بأي هيمكن تحقيق لا   .0 ≠ ,....,, 21. 
 ر صين المعادلة تإف b=0و اً تساوى صفر  ia كانت كل المعاملات إذا( ج)

0.0.......0.0 21  nxxx 
nxxx مرتى أيفإن  ,....,, 0.0.......0.0يعتبر حلًا لأن  21 21  nxxx 

nxxxمهما كانت قيم  ,....,, 21 

 (1)تدريب 
 
 

 
 

( 1) م الذاتيأسئلة التقوي  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

. 3x -6y +z = 9للمعادلنة ( x , y , z)أوجند قنيم المرتنى الثلاثني 
 . x3=z  , x2=y , x1=x أن حيث 
 

 :أي من المعادلات التالية معادلة خطية
2)7=4x-2+5 321 xx 
1)19=4+5 2

1 xx 
8)0=++

x- 32

12

1
xx

x

x 
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 نظم المعادلات الخطية.2
 الآتايللنظاام  التي وردت في القسم الأول من الوحادة الأفكار الآنننقل عزيزي الدارس ، 

 متغير كما يلى nو  معادلة خطية mالمكون من 
11212111 ...... bxaxaxa nn  

       (2           )22222121 ...... bxaxaxa nn  
                     ............................................................... 

mnmnmm bxaxaxa  ......2211 
Rba  حيث iij ,       لكلji, . 

 j =1,2,…..,n و  i =1,2,…..,m حيث 
إلااى رقاام  (i)الأول  ير الحاارف الساافلمااة بحيااث يشاايمرق   ijaوننبااإ إلااى ان المعاااملات 

  .إلى رقم المتغير( j) يالمعادلة والثان
كلها تساوى صفراً   bm,…., b2, b1كانت الثوابت  إذامتجانسا  أعلاه( 1) يسمى النظام

                     قيمة nمرتى من أيكذلك يسمى . الأخرىالحالات  فيوغير متجانس 
u = ( k1,  k2 ,…….. , kn) فيكان يحقق كل معادلة  إذا( أو حلًا خاصاً )لًا للمعادلة ح 

 .كما تسمى فئة كل الحلول من هذا النو  فئة الحل أو الحل العام. أعلاهالنظام 

 
 مثال 
 النظام

8=x-

19=9++7

0=+8

2=x-6+5

23

321

21

321

x

xxx

xx

xx

 

321متييرات  8هو نظام خطي غير متجانس مكون من  ,, xxx  معادلات 4و. 
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 (2)تدريب 
 
 

 
 

 

nssssنسمي متتالية الأعداد  ,...,,  حلًا للمعادلة الخطية  321
bxaxaxa nn =+...++ إذا تحققنننننننننننننننننننت المعادلنننننننننننننننننننة عنننننننننننننننننننند إجنننننننننننننننننننراء التعنننننننننننننننننننوي  2211
nn sxsxsx =,...,=,= bxaxaxa، أي أنننننننه إذا كننننننان  2211 nn =+...++ ، تسننننننمي 2211

 .موعة الحل لهذه المعادلةمجموعة كل الحلول الممكنة للمعادلة الخطية السابقة مج
nssssكما أن متتالية الأعداد  ,...,, لكنل معادلنة تكنون حنلًا للنظنام الخطني إذا كاننت حنلًا 321

منننن معنننادلات النظنننام الخطننني ، كمنننا تسنننمى مجموعنننة كنننل الحلنننول الممكننننة للنظنننام الخطننني 
 .مجموعة الحل لهذا النظام

 مثال 
 الخطي   نظامحلًا لل -1، 2،8هل تشكل المتتالية 

19=7+2+2

4=8x+2x-9

321

321

xxx

x 

 
 الحل

=,x-2=1,=3نعو  في النظام  321 xx لنحصل على 

19=7(3)+2(1)+2(-2)

4=8(3)+2(1)-)-2(9 

 .أي أن متتالية الأعداد هذه تحقق المعادلتين معاً وعليه فهي حل للنظام الخطي
 
 

 نظام التالي نظام خطي متجانس ؟ ولماذا؟الهل 

0=x-x-

0=2-+

0=x-3+5

234

41

321

x

xx

xx
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 (8)تدريب 
 
 

 
 
 

 

 نظام المعادلات 1.2
0...... 1212111  nnxaxaxa 

       (8             )0...... 2222121  nnxaxaxa 
                     ............................................................... 

0......2211  nmnmm xaxaxa 
كنل  فنييملنك حنلًا ( 8)هنذا النظنام . (1)يسمى النظنام المتجنانس المنلازم لنظنام المعنادلات 

 أو الصننفريحننل يحقننق المعادلننة ويسننمى الحننل   0 = (0،0،....،0)المرتننى أن إذ الأحننوال
 .غير تافه أو صفرييسمى حلًا غير  ، وجد إذا،  آخر حل أيالحل التافه 
- :الآتيةتتضمنها النظرية ( 8)و( 1)بين النظامين  الأساسيةوالعلاقة 

 :1نظرية
ل العنننام هننو الحننن Wوان ( 1)حنننل خنناا لنظنننام المعنننادلات غيننر المتجنننانس  u أنفننر  لن
 .هذه الحالة فإن في(. 8)بنظام المعادلات المتجانس الملازم ( مجمو  الحلول )

 WwwuWu  : 
 .هو الحل العام لنظام المعادلات غير المتجانس

لكنن لندينا ( 1)حلنول محنددة للنظنام  إيجاد فيتساعد  تمكن فوائد عملية ولا هذه النظرية لا 
 فننيسنننتعر  لهننا  التنني. الحننل بالحننذف المتكننرر فننيغنناوس  قننةهنني طريطريقننة مفينندة لننذلك 

 حلًا للنظام الخطي 8،8،5هل تشكل المتتالية 

28=5+x-4

6=2x-3+

321

321

xx

xx 
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حنل نظنم  فنيالفقرة القادمة ولكن لأهمية هذه النظرينة منن الناحينة العلمينة واسنتعمالها الندائم 
نهايننة هننذا الفصننل لمننن  فننيالملحننق  فننينننورد برهانهننا  فإنننناالمعننادلات الاشننتقاقية الخطيننة، 

 .الدارس ذلك ولا تتطلى معرفة البرهان من فييرغى 
 :عزيزي الدارس، لنعد الآن للنظام الخطي

11313212111 =+...+++ bxaxaxaxa nn  

22323222121 =+...+++ bxaxaxaxa nn  

•

•

•

 

mnmnmmm bxaxaxaxa =+...+++ 332211  

منننن المتيينننرات ، منننن هنننذا النظنننام نسنننتطيع تكنننوين  nمنننن المعنننادلات فننني  mالمكنننون منننن 
 :مصفوفتين 

           naaaa 1131211 ...                      naaaa 1131211 ...   1b  

           naaaa 2232221 ...                     naaaa 2232221 ...  2b   

A =     naaaa 3333231 ...     , A  =       naaaa 3333231 ...  3b  
            

•

•
    

•

•
     

•

•
        

•

•
                     

•

•
     

•

•
     

•

•
         

•

•
    

•

•
     

           mnmmm aaaa ...321                  mnmmm aaaa ...321  mb  

 
 

مصنننفوفة المعننناملات لأنهنننا تحتنننوي معننناملات المتيينننرات فننني النظنننام  Aتسنننمى المصنننفوفة 
 .المصفوفة الممتدة للنظام الخطي  A الخطي وتسمى

nxxxعزيزي الندارس ، يمكنن كتابنة المتيينرات  ,,...,  n1حجمهنا  Xفني مصنفوفة 21
 :على الشكل

X =   

nx

x

x

x

•
3

2

1
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B =    

1

2

3

m

b

b

b

b

 
 
 
 
 
 
  

 

 ويمكن كتابة النظام الخطي السابق على الشكل 
Ax = B 

مصفوفة عناصر  Bمصفوفة المتييرات ،  xالمعاملات ،  هي مصفوفة Aحيث أن 
 .للنظام الخطي( الثوابت)الطرف الأيمن 

ذا كان النظام الخطي متجانساً فيمكن كتابته على الصورة   . Ax =0وا 
 ) (مثال 

 :جد مصفوفة المعاملات والمصفوفة الممتدة للنظام الخطي

5                82

6                  2x

4x-3x57

42

42

4321







xx

x

xx

 

  Ax =Bالشكل  ثم اكتى هذا النظام على
 الحل 

 :هي  Aمصفوفة المعاملات 
7 5 3 1

0 2 0 1

0 2 0 8

 
 
 
  

 

 هي Aالمصفوفة الممتدة 
7 5 3 1 4

0 2 0 1 6

0 2 0 8 5

 
 
 
  

 

 Ax =Bويمكن كتابة هذا النظام على الشكل 
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7 5 3 1

0 2 0 1

0 2 0 8

 
 
 
  

    
1

2

3

4

x

x

x

x

 
 
 
 
 
 

 =     
4

6

5

 
 
 
  

 

 (8)تدريب 
 
 

 
 
 
 
 

 حل نظام المعادلات الخطية .8
إن المبندأ بسط أحل نظام المعادلات الخطية بتخفيضه لنظام ب سنقوم الآن عزيزي الدارس ،

رتكز عليه طريقة التخفي  في حل أي نظام خطي منن المعنادلات هنو اسنتبدال هنذا يالذي 
 :آلاتيةالخطوات  تبا ابالنظام بنظام آخر أبسط وله نفس مجموعة الحل ويتم ذلك 

ذات معامننل  الأولننىالمعادلننة  فنني  1xلننزم بحيننث تصننير إذانبنندل ترتيننى المعننادلات  -1
011أي  صفريغير  a. 

 لتصير iLنحول المعادلة  1iلكل  -2

iii LaLaL 1111  
 L1 الأولننننىبمعادلننننة نحصنننل عليهننننا بضننننرى المعادلننننة    iنسنننتبدل المعادلننننة رقننننم  أي
هنذا نحصنل ب .نجمعهمنا و 11aبالمعامنل رقنم i. ،Liوالمعادلنة رقنم   1iaلمعامل با

. نطلبه من الندارس ولكننا لا (. 1)له نفس الحل مثل  أي(1)على نظام مكافئ للنظام 
 :الآتيهذا النظام المخف  يتخذ الشكل 

جنننند مصنننننفوفة المعننننناملات والمصننننفوفة الممتننننندة للنظنننننام الخطننننني أو 
 التالي

3=+x-

9=3+x-5

31

321

x

xx
 

 Ax =Bلنظام على الشكل ثم أكتى ا
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1

1

1

1

212

1

111

1 ...... bxaxaxa nn
 

       (1           )2

1

2

1

22

1 ......
2

bxaxa nnjj
 

                        ..................................................... 
mnmnjmmj bxaxa

m

111 ......  
01حيث 

11 a . هنا يرمز
2j

x  معادلنة  فني الصفريالمعامل غير  ذي الأولللمجهول

12  أنومننن الخطننوة الثانيننة نننرى . ىالأولننغيننر 
xx j  تحننذف مجهننولًا  التننيهننذه العمليننة

 .المتتاليس بالحذف و التالية تسمى طريقة غا من المعادلة
،  هيكون مكافئاً ل النظام الأول  استبدليزي الدارس أن النظام الثاني الناتج من لاحظ عز 

حدى تين أو ضربنا إدلات وقمنا بإبدال معادلفإذا كان لدينا نظاماً خطياً من المعا
المعادلات بعدد حقيقي أو ضربنا المعادلات بعدد حقيقي وأضفنا الناتج إلى معادلة أخرى 
في النظام فإن مجموعة الحل للنظام الجديد الناتج من أي من العمليات الثلاثة السابقة هي 

    .نفس مجموعة الحل للنظام الأول
 

 مثال
 لنظام التالي باستعمال طريقة غاوس التخفيضيةأوجد حلول ا

6=++

5=z-3+2

2=z+y-

zyx

yx

x

 

 الحل
 :المصفوفة الممتدة لهذا النظام 

1 1   1 2

2 3 1 5

1 1   1 6
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 وأضننف الننناتج للمعادلننة الثانيننة لتحصننل علننى النظننام  -1ضننرى المعادلننة الأولننى بالعنندد
 :الخطي المكافئ

6=++

1=3z-5+

2=+-

zyx

y

zyx

    ,      

1 1   1 2

0 5 3 1

1 1   1 6



  

 .المصفوفة الممتدة للنظام الجديد مكافئة للنظام الأصلي 
  وأضننف النناتج للمعادلننة الثالثننة لتحصنل علننى النظننام  -2ضنرى المعادلننة الأولنى بالعنندد

 :الخطي المكافئ

42

13z-5

2-







y

y

zyx

          ,       

1 1   1 2

0 5 3 1

0 2  0 4



  

  ضرى المعادلة الثانية
5

1  

4=2

5

1
=

5

3z
-

2=+-

y

y

zyx

        ,    

1 1 1 2

3 1
0 1

5 5

0 2 0 4




 

  وأضننننف الننننناتج للمعادلننننة لتحصننننل علننننى النظننننام الخطنننني  -1ضننننرى المعادلننننة الثانيننننة
 :المكافئ

5

18
=

5

6

5

1
=

5

3z
-

2=+-

z

y

zyx

     ,    

1 1   1 2

3 10 1
5 5

6 180 0
5 5



  

 لمعادلة الثالثة بالعدد اضرى ا
6

، ثم اضرى بعد ذلنك نفنس المعادلنة الثالثنة بالعندد  5
5

3 
واجمنع النناتج للمعادلنة  -2واجمع الناتج للمعادلة الثانية ، ثم اضرى المعادلة الثالثة بالعدد 

 :الأولى لتحصل على النظام الخطي المكافئ
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3=

2=

-1=-

z

y

yx

    ,  

1 1 0 1

0 1 0 2

0 0   1 3

 

   

  وأخيننراً اجمننع المعادلننة الأولننى مننع المعادلننة الثانيننة لتحصننل علننى الشننكل الصننفي المميننز
 :لمصفوفة المعاملات 

1 0 0 1

0 1 0 2

0 0   1 3

 

 :النظام الخطي المرتبط بالمصفوفة الممتدة هو

3=

2=

1=

z

y

x

 

نتبنننع  ذات الثلاثنننة مجاهينننل باسنننتخدام طريقنننة جننناوس التخفيضنننية لحنننل المعنننادلات الخطينننة
 :الأسس التالية

  بندون رسنم قوسني المصنفوفة ونفصنل بنين العمنودين نكتى مصفوفة المعاملات والثوابت
 .الثالث والرابع بخط مستقيم

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a b c d

a b c d

a b c d

 

  ًنعينند ترتيننى المعننادلات إذا كانننت المدخلننة الكائنننة فنني الصننف الأول تسنناوي صننفراً فإننننا
 .بحيث لا تكون المدخلة الأولى صفراً 

  إذا كاننننت المدخلنننة لا تسنننناوي واحننند نحولهنننا إلننننى واحننند وذلنننك بضننننرى جمينننع منننندخلات
 .في النظير الضربي للمدخلة ذاتها الصف الأول

3333

2222

1

1

1

1

dcba

dcba

a

c

a

      

   

a

db

1

11
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 نحول جميع المدخلات الكائنة ضمن المنحنى الميلق صفر. 

3333

2222

1

1

1

1

dcba

dcba

a

c

a

      

   

a

db

1

11

 

  نجد قيمx , y , z  
 مثال
 باستعمال طريقة غاوس التخفيضية التالينظام لحلول ا أوجد

2x + y -3z = 5 
3x -2y +2z = 5 

5x -3 y -z = 16 
 : الحل 
المعادلة الثانينة  في.   xوجمعنا، فإن معامل 1فيوالثانية  -8في الأولىضربنا المعادلة  إذا

 :النظام كالتالى يويصير باق  2 (3x) =0 + (2x ) 3-:سيصير صفراً 
                    313 25 LLL                212و 23 LLL  

 :كالتاليتكون هذه المعادلات  ىالحالة اليسر  في
15936:3 1  zyxL 

10446:2 2  zyxL 
5137:23 21  zyLL 

2515510:5 1  zyxL 
322610:2 3  zyxL 

71311:25 31  zyLL 
 التاليبذلك يكون لدينا النظام المخف  المكافئ 

2x + y -3z = 5    

-7y +13z = -5 

-11 y +13 z = 7      
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 فننينضنرى المعادلننة الثانينة  أنفيمكننننا . علننى المعنادلتين الثانيننة والثالثنة الآنونعيند العملينة 
 :الآتيفيصير لدينا  -7 فية والثالث+ 22

-77y +143z = -55                 L2:22 + 
+77y -91z = -49                                           L3:7  -

+52 z = -104                           
 للنظام وهو النهائيوبذلك نصل إلى التخفي  

2x + y -3z = 5    

-7y +13z = -5 

+52 z = -104                                           
ننرى  أنونستطيع ( 2للبرهان انظر ملحق ) الأولظام نوهذا النظام المخف  له نفس حل ال

  :أنالتالية  المعادلةمن 

2
52

104



z 

 .  yومن المعادلة الثانية نحصل على قيمة

3
7

21
)5)2.(13(

7

1
y 

 . xقيمة الأولىعادلة نجد من الم أخيراً ثم 
1

2

2
)5)2.(3)3((

2

1
x 

هننذا هننو حننل النظننام  أنونجنند بسننهولة . (2،-8،-1)وبهننذا يكننون حننل النظننام هننو المرتننى 
 :غير المخف  الأول

2(1) + (-3) -3(-2) = 5   

3(1) -2(-3) +2(-2) = 5    

5(1) -3 (-3) – (-2) = 16 
 :الأولقل من النظام أمجاهيل  قل وأظاماً جزئياً المعادلات الثانية والثالثة تشكل ن أنونلاحظ 

 :نلاحظ أيضاً 
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الننننننننننننننننننننننننو  المخفننننننننننننننننننننننن  معادلنننننننننننننننننننننننة منننننننننننننننننننننننن  النظنننننننننننننننننننننننام فنننننننننننننننننننننننيوجننننننننننننننننننننننندت  إذا ( أ
bxxx n  .0.......0.0 ن النظنام غينر متنوائم ولا إفنb≠ 0   حينث  21

 .يملك حلاً 
0.0.......0.0  وجننندت معادلنننة منننن الننننو  إذا ( ى 21  nxxx   فنننان هنننذه

 .تؤثر على الحل أندون تحذف ب أنالمعادلة يمكن 

بجمع مضاعفات المعادلات  مثلثيتخفي  النظام إلى نظام  فيتتلخا طريقة غاوس 
 :الآتيمن النو  على نظام  أسلفناإلى بعضها فنحصل كما 

11212111 ...... bxaxaxa nn  
2 2 2 22 2 1 1 2 2......j j j j n na x a x a x b                            

............................................................... 
rnrnjrjjrj bxaxaxa

rrrr
  ......11 

rjjحيث   .....1  المعاملات في أول كل معادلة مخالفة للصفر أي وحيث   2
0,0

2
2

,0
11


rrj

a
j

aa
 

  xiكما تسمى المجاهينل ( يشيلونإنظام )شكل نظام مدرج ويسمى  فيهذا النظام يكون 
 :أية معادلأي بداية  فيلا تظهر  التي
 rjji ,...,1 2   الآتيةوتصح هنا النظرية . لمتييرات الحرةا: 

 :كالآتيحل النظام المخف  يكون  : 2نظرية 
ن النظنام المخفن  إعدد المعادلات يساوى عدد المتييرات ف، أي   r = nكانت إذا -أ 

ًً وهو   .منه انطلقنا الذيحل النظام غير المخف   أيضاً يملك حلًا واحداً فريداً
 فإننننا.  (n)قننل مننن عنندد المتييننراتأr )  )عنندد المعننادلات ،أي r < nكانننت  إذا -ى 

قنيم اختبارينة ونحصنل منن  أي   n – rالمتيينرات الحنرة وعنددها ينعطن أننسنتطيع 
ليينننر  وبالتننناليذلنننك علنننى قنننيم بقينننة المتيينننرات ويكنننون لننندينا حنننل للنظنننام المخفننن  

 .المخف 
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 (1)تدريب 
 
 

 
 
 
 

 مثال 
 :لا أمحلًا  الآتيهل يملك نظام المعادلات 

14322

2523

31345







wzyx

wzyx

wzyx

 

 :الحل
 :كالتالينخف  النظام إلى شكل مدرج  

 
14322

2523

31345









wzyx

wzyx

wzyx  5 4 13 3

16 10 44 7

 8 5 22 5

x y z w

y z w

y z w

   

    

    

   

3000

7441016

31345







wzy

wzyx

 

 

. قنقتتح أنلا يمكنن  0=  -8هذا النظنام المخفن  غينر متنوائم ولا يملنك حنلًا لان المعادلنة
 .غير المخف  حلاً  بالتاليخف  و ملا يملك النظام اللذلك 
 

 

 

 

 :حل النظام التالي باستخدام طريقة جاوس التخفيضية

2=z-2y+x

4=3z+y-2

3=++

x

zyx
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 (1)تدريب 
 
 

 
 
 
 

 
 

(2)أسئلة التقويم الذاتي   
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 أوجد حلول النظام الآتي إن وجدت

064

4352

523

222









zyx

zyx

zyx

zyx

 

 

 :أوجد حلول نظام المعالات الآتية (1

10863

93442

332







wzyx

wzyx

wzyx

 

 :أوجد حلول نظام المعادلات الآتي (2

53333

4223

1322







wzyx

wzyx

wzyx

 

- :حدد ما إذا كان النظام الآتي يملك حلًا أم لا (8

23262

13452

113

432









zyx

zyx

zyx

zyx
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 حلول نظم المعادلات المتجانسة .8
ن النظام المخف  سيملك علنى إخفضنا نظام المعادلات متجانس بطريقة غاوس، ف إذا

وهنننو لنننذلك متنننوائم ويمكنننن دائمنننا تخفيضنننه .  0( = 0،0،....،0) صنننفريالحنننل ال الأقنننل
 :يليلنظام مدرج مكافئ كما 

0...... 1212111  nnxaxaxa 
   

2 2 2 22 2 1 1 ...... 0j j j ja x a x                         
........................................... 

0......11   rrrr jrjjrj xaxa 
 :لذلك يكون  هنالك احتمالان للحل

النظنام  فني   nيسناوى عندد المجاهينل   rعندد المعنادلات  أي   r = nكاننت  إذا ( أ
 .صفرين النظام يملك فقط الحل الإالمدرج ف

النظننام  فنني nقننل مننن عنندد المجاهيننل أ rعنندد المعننادلات  أي r < nكانننت  إذا ( ى
 .صفريغير  النظام يملك حلاً  إنف. درج مال

 : 1مثال 
 :لا أم صفريغير  يملك حلاً  الآتيكان النظام المتجانس  إذاقرر ما 

0223

032

023







zyx

zyx

zyx

 

 :الحل
 :التاليبالتخفي  نحصل على 

0223

032

023







zyx

zyx

zyx

          
0811

059

023







zy

zy

zyx

        

017

059

023







z

zy

zyx
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المجاهينل لنذلك لا يملنك النظنام يتساوى عدد المعادلات مع عدد  أعلاهالنظام المخف   في
 . 0( = 0،0،0) الصفريالحل  أو حل سوى الحل التافه أي
 

فننيمكن صننياغة  أسنلفناكمننا  r < n   أيقننل منن عنندد المجاهينل أكنان عنندد المعنادلات  إذا
 :شكل نظرية فيالقاعدة 

  :8نظرية
مننن عنندد  كبننرأ(أو المجاهيننل)نظنام معننادلات خطيننة متجننانس يكننون فيننه عندد المتييننرات  أي

 .صفريالمعادلات يملك حلًا غير 
 :البرهان

 .كافية لذلك أمثلة يولكننا نعط 1يحذف وهو مثل النظرية 
 : 2مثال 

 :م لاأ صفرييملك حلا غير  الآتيكان النظام المتجانس  إذاقرر ما 

0532

023

032







wzyx

wzyx

wzyx

 

 : الحل 
كبننر مننن عنندد أعنندد المتييننرات متييننرات لننذلك ف أربعننة فنني تالنظننام يتكننون مننن ثلاثننة معننادلا

لنك النظنام حلنولًا غينر صنفرية ويمكنن الحصنول عليهنا يم 8لذلك حسى النظرية . المعادلات
 .بالتخفي  إلى النظام المدرج

وارد ويحندد ذلنك النظنام  الاحتمنالينلعندد المتيينرات فكنلا  كان عدد المعنادلات مسناو   إذا أما
 فننيونننرى ذلننك  صننفرييوجنند حننل غيننر  إنننه ه فقننل مننن متييراتننأن كانننت معادلاتننه إالمنندرج فنن
 .التالية الأمثلة
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 (8)تدريب 
 
 

 
 
 

 مثال
 :لا أميملك حلولًا غير صفرية  الآتيكان النظام المتجانس  إذا قرر ما

0223

042

0







zyx

zyx

zyx

 

 :الحل
 :يلي كماالتخفي  إلى نظام مدرج لذلك لابد من  8نستفيد من النظرية  أنلا نستطيع 

0223

042

0







zyx

zyx

zyx

          
0

6 0

5 0

x y z

y z

y z

  

  

  

        

0

6 0

29 0

x y z

y z

z

  

  

 

 

 ن النظنام لاإفنمتيينرات، ثنلاث  فيثلاث معادلات  لكونظراً لأن النظام المخف  المدرج يم
 (.0،0،0) صفرييملك سوى الحل ال

 (3)تدريب 
 
 

 
 
 

 :حدد ما  إذا كان النظام المتجانس الآتي يملك حلا غير صفري  أم لا

024

032

0







zyx

zyx

zyx

 

 

 .النظام التي يملك حلًا غير تافه أم لاكان قرر ما إذا 
2 2 0

2 2 0

3 4 6 0

3 11 12 0

x y z

x y z

x y z

x y z
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( 8) أسئلة التقويم الذاتي  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

بسنط حندد منا إذا كنان النظنام الآتني متناسنقا أم أبالتخفي  إلى نظام    [ 1 ] 
 .ومن ثم أوجد الحل إن كان هنالك حلاً . لا

22262

13452

113

432









zyx

zyx

zyx

zyx

 

مننن ثننم أوجنند و . فنني نظننام المعننادلات الآتنني أوجنند المتييننرات الحننرة  [ 2 ]
 .داً للنظامالحلول العامة للنظام الآتي و أوجد حلًا خاصاً محد

0532

023

032







wzyx

wzyx

wzyx

 

 بيِّن ما إذا كان النظام الآتي يملك حلولًا أم لا   [ 3 ]

2435

723

132







zyx

zyx

zyx

 

 :أوجد حل  نظام المعادلات الآتي  [ 4 ] 

4345

1223

1022







zyx

zyx

zyx

 

 حل نظام المعادلات الآتي  [ 5 ] 

14234

242

632







zyx

zyx

zyx
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( 8) أسئلة التقويم الذاتيتابع   
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

التني تحقنق لنظنام المعنادلات الخطينة الآتني الخنواا    aأوجد قنيم    [ 6 ] 
 المذكورة أدناه 

 يوجد حل واحد  -يوجد أكثر من حل   ج -لا توجد حلول ى - أ

23

332

1







zyax

zayx

zyx

 

حتنى يكنون    c , b , aمنا هني الشنروط التني يجنى أن تخضنع لهنا   [ 7 ]
 .للنظام الآتي حل

czyx

bzyx

azyx







85

23

32

 

النظام المتجانس الآتي حلولًا غينر صنفرية؟ إن كنان الأمنر  هل يملك  [ 8 ]
 كذلك أوجد هذه الحلول

0532

023

032







wzyx

wzyx

wzyx

 

 برهن أن النظام الآتي يملك حلولًا غير صفرية و أوجدها    [ 9 ]

024

032

0







zyx

zyx

zyx

 

 برهن أن النظام المتجانس الآتي لا يملك حلولًا غير صفرية   [ 10 ]

0223

042

0







zyx

zyx

zyx
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 خلاصةال

 :خطيساسية التالية في الجبر الضوعات الأو عرضنا في هذه الوحدة المعزيزي الدارس 

 على حقل قمنا بتعريف المعادلة  حيث:المعادلة الخطيةR لعامة كتبنا صييتها ا
 :يوهى كالتال

bxaxaxa nn =.+......++  :وهنا ميزنا ثلاث حالات لحل هذه المعادلة 2211
 مخالف للصفر iaحد المعاملاتأإذا كان  -2
 b≠0كلها مساوية للصفر ولكن iaإذا كانت المعاملات  -1

 b=0صفر و  يتساو  iaلات إذا كانت كل المعام -8

Rbaxحيث أن  ii في الفترة  iهي المجاهيل أو المتييرات وذلك لكل ,,∋
ni  .أي عدد طبيعي 1≥≥

 حل نظام المعادلات الخطية: 

 :تيةبسط بالخطوات الآأى نظام إله ضوذلك بتخفي
ولى ذات معامل في المعادلة الأ 1xذا لزم بحيث تصير إيى المعادلات نبدل ترت -2

 11a≠0 يأ يغير صفر 
 لتصير iLنحول المعادلة  2i لكل  -1

iii LaLaL 1111 +-→ 

أم لا وذلك  يل صفر عرفنا إذا كان النظام يملك ح: حلول نظم المعادلات المتجانسة* 
 :ن هنالك احتمالان للحلأبتخفي  النظام المتجانس بطريقة جاوس وعرفنا 

ن إفي النظام المدرج ف nيساوى عدد المجاهيل  rأي عدد المعادلات  r = nكانت  ذاإ
 .النظام يملك فقط الحل الصفرى

ن إلمدرج ففي النظام ا nقل من عدد المجاهيل أ rأي عدد المعادلات  r < nذا كانت إ
 .صفرىغير النظام يملك حل 
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 لمحة مسبقة على الوحدة التالية 
نهينا، عزيزي الدارس دراسة الوحدة الثانية التي عالجت موضو  نظم المعادلات ألقد 

على موضو   يالخطية، وسنتعرف، إنشاء الله، في الوحدة الثالثة من مقرر الجبر الخط
ت على المصفوفات، وخصائا جمع وضرى مصفوفات التي سنتناول فيها العملياال

المصفوفات وهى القوانين الثمانية الأساسية في جبر المصفوفات ، وسنتعرف أيضاً في 
على الشرط اللازم لضرى مصفوفتين، وسنعالج العلاقة بين المصفوفات ونظم الوحدة هذه 

 .المعادلات الخطية، وسوف نتعرف على المصفوفات المربعة وأنواعها المختلفة
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 اجابات التدريبات
 ( 1)تدريب 

 نكتى المعادلة بالشكل
3x=9 +6y -z  

  x =3+2y –z/3أو                                      
ويكنون المتيينرات  x سنتعطينا قيمنة للمتيينر   z , yوهنا نجد أن أي قنيم نفترضنها للمتيينرين

 : الثلاثة حلًا للمعادلة ، مثلاً 
 سيكون  إذاً   z= 3 , y = 2     لتكن

6
3

3
2.23 x 

 , z= 3 يمثل حلًا للمعادلة لأنننا بنإحلال  u =(6,2,3) يبكلمات أخرى فإن المرتى الثلاث

y = 2  في المعادلة نجد أن 
3.6-6.2+3 = 9 

 وهى جملة صحيحة
 (2)تدريب 

فننني  -1بنقنننل العننندد  يمكنننن كتابنننة هنننذا النظنننام علنننى الصنننورة العامنننة للنظنننام الخطننني وذلنننك
المعادلة الثانية للطرف الأيمنن لنحصنل علنى نظنام خطني غينر متجنانس وذلنك لأن الطنرف 

 .1الأيمن للنظام الجديد المكافئ يحتوي على 
 ( 8) تدريب 

 نعو  في النظام 
5=,9=,3= 321 xxx 

 :فنحصل على 
6≠20=2(5)-)9(3+3 

لا تحقق المعادلة الأولنى وعلينه فهني لا تشنكل حنلًا للنظنام وعلينه لا حاجنة للتأكند هذه القيم 
 . من أنها تحقق المعادلة الثانية أم لا
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 ( 8)تدريب
 مصفوفة المعاملات هي

A  =    
5 1 3

1 0 1

 
 
 

 

 المصفوفة الممتدة هي
A    

5 1 3 9

1 0 1 3

 
 
 

 

 :ويمكن كتابة هذا النظام على الشكل
5 1 3

1 0 1

 
 
 

  
1

2

3

x

x

x

 
 
 
  

 =    
9

3

 
 
 

 

 (1) تدريب 
 :المصفوفة الممتدة لهذا النظام هي

1 1 1 3

2 1 3 4

1 2 1 2





 

→+-2 21 LL    

1 1   1 3

0 3   1 2

1 2 1 2

 



 

→31 + - LL     

1 1 1 3

0 3 1 2

0 1 2 1

 

 

 

 :لمعادلتين الثانية والثالثة إبدال ا
1 1 1 3

0 1 2 1

0 3 1 2

 

 

 

→32 + 3 LL    

1 1 1 3

0 1 2 1

0 0 5 5
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             →   
5

1
- 3 L                

1 1 1 3

0 1 2 1

0 0 1 1

   

                                       →23 + 2 LL        

1 1 1 3

0 1 0 1

0 0 1 1

 

 →13 + - LL     

1 1 0 2

0 1 0 1

0 0 1 1

 

 

→12 + - LL      
1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1

 

وهذا النظام الأخير هو أبسط نظام خطي مكافئ للنظام المطلوى حله ، وبذلك يكون الحنل 
 :المطلوى هو

x = 1 , y = 1 , z = 1 
 

 ( 1)تدريب 
 م كالتالي نخف  النظا

064

4352

523

222









zyx

zyx

zyx

zyx

          

2 2 2

8 7 1

9 8

2 4 2

x y z

y z

y z

y z

  

   

   

  

        

1717

99

12

222









z

z

zy

zyx

 

وحولنهنا لتكنون الثانينة وبعند ضنرى هنذه  1في الخطنوة الأخينرة قسنمنا المعادلنة الرابعنة علنى 
وحصننلنا علننى المعادلننة  yفنناختفى المتييننر( كانننت الثانيننة التنني )أضننفناها إلننى الثالثننة  3فنني 

9z=-9.  ة فحصننلنا علننى المعادلننة ثالثننأضننفناها لل 8كننذلك بعنند ضننرى المعادلننة الثانيننة فنني
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17z=-17  .المعادلتنان الأخيرتنان تعطينان قيمنة : z =-1 ومنن الثانينة نجند قيمنة :y = 1    
 x      :x = 2 – 2.1 -2(-1) = 2وأخيراً من الأولى نحسى قيمة 

 (. 1، 2، -2 (فيكون حل النظام هو المرتى الثلاثي
 

 ( 8)تدريب 
لنساوى المتييرات مع المعادلات ولذلك لا بد منن التخفني   8لا نستطيع استعمال النظرية 

 :إلى نظام مدرج كما يلي

024

032

0







zyx

zyx

zyx

          
035

035

0







zy

zy

zyx

        035

0





zy

zyx

 

يملنك النظنام حلنولًا  8النظام المخف  يملك معادلتين وثلاث متيينرات لنذلك حسنى النظرينة 
 .غير صفرية وهذا ينطبق على النظام غير المخف 

 (3) تدريب 
 :نجرى تخفيضاً بطريقة غاوس

012113

0643

022

022









zyx

zyx

zyx

zyx

       

065

01210

065

022









zy

zy

zy

zyx

        

000

000

065

022









zy

zyx

 

 النظام المخف  هو 

065

022





zy

zyx

 

لا يظهنر فني بداينة   zحيث عدد المتييرات أكبر من عندد المعنادلات ونلاحنظ أن المتيينر  
يجناد حنل    y , xاسنتخراج قنيم أي معادلنة فهنو متيينر حنر فنإذا أعطينناه أي قيمنة أمكنن وا 

 : لذلك يكون  z = aغير صفري ليكن 



 112 

ay
5

6
        وaaax

5

2
2

5

12
  ويمكنننننن أن يكتنننننى فننننني شنننننكل مرتنننننى ثلاثننننني

 :كالتالي
)( ,

5

6
,

5

2
aaa . 

   z=5 , y=6 , x=2أو (  1، 6، 5)فسيكون الحل   a = 5مثلًا إذا كانت 
 .حل غير صفريوهو 

 التقويم الذاتيأسئلة حل 
 (1)أسئلة تقويم ذاتي

 .معادلة خطية وهى على الصورة العامة( 2
15ليست خطية لوجود ( 1

x 
ليست خطية وذلك لوجود الحد( 8

12

1

x-x

x  والذي يجعلها على صورة لا يمكنن تحويلهنا إلنى

 .امةصورة المعادلة الخطية الع

 ( 2) أسئلة التقويم ذاتي 
 التخفي  الآتي  يباستعمال طريقة غاوس نجر   (1

                      
12

336

332







wz

wz

wzyx

              12

332





wz

wzyx

 

يننران لا يظهننران فنني بدايننة أي معادلننة ولننذلك فهمننا متي  wو      yونننرى فننوراً أن المتييننرين
يمكنن    bو    aحينث   w = bو     y = aفنإذا أعطيناهمنا أي قنيم اختيارينة مثنل. حنران

 :كالآتي  zو     xأن يكونا من أي عددين ، صار بالمكان حساى قيم 
1)(من المعادلة الثانية ينتج   

2

1
bz      ومن الأولى نستخرج قيمةx : 

baabx b

2

5
2

2

7
2)(1

2

1
33   
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 ي يكون الحل هووبالتال
baxaybzbw

2
52

2
7,,

22
1,  

b: )ويمكن كتابة الجواى في شكل مرتى رباعي
b

aba ,
22

1
,,

2

5
2

2

7
(  

منثلا إذا . نفترضنها يوجند حنل   b , aوهذه الحلول عددها لا نهائي حيث أن لكل قيمة من 
ويمكنن أيضنناً أن (  -3،  1،  1، 8)ن الحنل هنو المرتننى الربناعي إفن  b=3, a=2كاننت 
   w = 3 , z=2 , y=2 , x=-8نكتبه

 :بالتخفي  بطريقة غاوس نحصل على الآتي (2

53333

4223

1322







wzyx

wzyx

wzyx

       
2 2 3 1

4 5 5

3 12 15 7

x y z w

y z w

y z w

   

  

  

    

80

554

1322
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الانتقننال مننن الخطنننوة  فنني: فنني اسننتخراج النظننام المخفنن  أعننلاه اسننتعملنا العمليننات الآتيننة
وجمعننننا المعنننادلتين فنتجنننت  1والثانينننة فننني   -8الأولنننى للثانينننة ضنننربنا المعدلنننة الأولنننى فننني 

وجمعننننا   -8والأولنننى فننني  1كنننذلك ضنننربنا المعادلنننة الثالثنننة فننني . المعادلنننة الثانينننة الجديننندة
المعننادلتين أخيننراً حصننرنا الاهتمننام علننى .المعننادلتين فحصننلنا علننى المعادلننة الثالثننة الجدينندة 

وأضنفناها للثالثنة فأعطتننا المعادلنة الثالثنة   -8نا الثانينة فني بالثانية والثالثة الجديدتين فضنر 
 . 0=  -3الجديدة فكانت 

. 0=  -3نه غير متوائم منع بعضنه حينث أن المعادلنة أوالآن بالنظر للنظام المخف  نجد 
 .لا توجد حلول للنظامولذلك . تتناق  مع المعادلات الأخرى وغير قابلة للتحقيق

 :قة غاوس لنحصل على نظام مخف  كالتالييمثل السابق نستعمل طر  (8

23262

13452

113
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zyx

   

1582

52

74
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لنذلك النظنام أعنلاه لا . ة للتحقينقغينر قابلن. ن المعادلنة هذا النظام المخف  غير متنوائم لأ
 .يملك حلاً 

 
 ( 8)أسئلة التقويم الذاتي 

 
 ( 2،  8،  2)أو         z=1 , y=3 , x=1الحل ( 2
 ( 8،-2،8،1)حل خاا ((2a+b , a , 1+2b , b-4الحل(.   w , yالمتييرات الحرة ( )1
 لذلك لا يملك حلًا . النظام غير متناسق: الحل( 8
 ( 2،  1،  -8)تى  ويمكن كتابة الحل بشكل مر      z=-3 , y=2 , x=1: الحل( 4
   aحيث        z = a ,  y=2+2a  ,  x =2-a :النظام يملك عدداً لانهائياً من الحلول( 5

 :كان الحل   a = 1أيّ عدد فإذا وضعنا 
z=1 , y=4 , x=1        (.  2،  4،  2)أو المرتى 

 a ≠ -3 , a ≠ 2(  ج)،        a = 2( ى)،      a = -3( أ: )الجواى( 6

  a – b +c = 0 2:الجواى( 7
هننننني            لأكبنننننر منننننن عننننندد المعنننننادلات، الحلنننننو (  4)نعنننننم لأن عننننندد المتيينننننرات : الجنننننواى( 3

aw              وaz
3

25
          وay

15

109
        وax

15

208
  

النظام المنخف  يتكون من معادلتين وثلاث متييرات لذلك يملك النظنام حلنولًا : الجواى( 8
 :غير صفرية وهى

              az           وay
5

3
        وax

5

2
  

لذلك لا يملك . معادلات في ثلاث متييراتالنظام المخف  يتكون من ثلاث : الجواى( 20
 .النظام حلًا غير صفري
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 مسرد المصطلحات
 (Linear Equation) المعادلة الخطية* 

nxxxمن المتييرات  nفي   ,.....,,  :هي المعادلة التي تكتى على الصورة 21
bxaxaxa nn =.+......++ 2211 

baaحيث أن  n  ةأعداد حقيقي 1.......,,
 

  Linear System(خطيال) يالنظام الاتجاه* 
 :هي مجموعة من المعادلات الخطية مكتوبة على الصورة 

nnmmm

nn

nn

n
aaa

aaa

aaa













.......

                                              

                                              

.......

.......

21

22222121

11212111

21



 

==.........==0ويكون النظام متجانساً إذا كان  21 mbbb 
 

 
 
 
 
 



 116 

 المراجع

النشنننر دار الفكنننر للطباعنننة و  : 1ط الرياضااايات والهندساااة التحليلياااةخالننند قاسنننم سنننمور ،  
 .    م2888، عمان ،  والتوزيع

 .م2888منشورات جامعة صنعاء ، صنعاء ،  : أسس الرياضياتعباس السيد إبراهيم ، 
منشنورات جامعنة القندس  : 2ط الجبار الخطايموفق حجنه ، محمند هنيلات ، محمند خنفنر ، 

 .م1008المفتوحة ، عمان ، 
 



 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

ثالثةالوحدة ال  
  صفوفاتالم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



 118 

 محتويات الوحدة  
 الصفحة الموضوع

 111 المقدمة
 111 تمهيد

 121 الأهداف
 121 المصفوفات والعمليات الجبرية عليها.  1

 111 العمليات على المصفوفات 1.1     
 131 خصائص جمع وضرب المصفوفات. 2
 111 ضرب المصفوفات.  3
 151 المصفوفة(مدورة)منقول .  1
 151 العلاقة بين المصفوفات ونظم المعادلات الخطية.  5
 162 المصفوفات المدرجة. 6

 161 يةالأولالتكافؤ الصفي والعمليات الصفية  1. 6    
 161 طريقة تخفيض مصفوفة بعمليات صفية إلى مصفوفة مدرجة 2. 6    

 167 المصفوفة المربعة . 7
 161    جبر المصفوفات المربعة    1.7  

 171 المصفوفات القابلة للعكس. 1
 173 كيفية استخراج المصفوفة العكسية     1.8  
 171 الخلاصة

 111 لمحة مسبقة عن الوحدة التالية
 112 إجابات التدريبات

 117 إجابات أسئلة التقويم الذاتي 
 111 مسرد المصطلحات

 111 المراجع



 119 

 مةالمقد
 تمهيد 

وهي بعنوان  خطيأهلًا بك أيها الدارس فى الوحدة الثالثة من مقرر الجبر ال
المصفوفات  الأولفى القسم رئيسه  أقساممن تسع  ةالوحدالمصفوفات تتكون هذه 

تعريف المصفوفه وتحديد سعتها من حيث ما تملكه من  عليها فيه والعمليات الجبرية
مساواة المصفوفات  يلعمليات على المصفوفات وهالى إ، ثم ننتقل بك أعمدةصفوف و 

 . وجمع المصفوفات وضربها بعدد ، ونختم القسم بسالب المصفوفة
ثمانيه قوانين  يوهبعدد المصفوفات وضرب بخصائص جمع  ويزودك القسم الثاني

 ، القسم الثالث حقيقيةعداد الالأ مأخوذه من قوانين يأساسيه فى جبر المصفوفات وه
ن للضرب إذا أن المصفوفتين قابلتا: رب يقالوفات سنتعرف على قاعدة الض  ضرب المصف

المصفوفه  ييساوى عدد الصفوف ف ىالأولفى المصفوفه  عمدةوفقط إذا كان عدد الأ
يجاد مدخلات إوسنتعرف على كيفية . الثانيه وما دون ذلك غير قابلتان للضرب 

 .المصفوفه الناتجه عن عملية الضرب 
ى صفوف إل عمدةوالأ أعمدةلى إنقوم بتحويل صفوف المصفوفه  رابعفى القسم ال

ويتناول ،  ققها هذه العمليةلنحصل على منقول المصفوفه وسنتعرف على الصفات التى تح
المصفوفات  القسم السادس يوف.معادلات الخطية العلاقه بين المصفوفات ونظم ال الخامس

بعمليات صفيه إلى مصفوفة المدرجة سنقوم بتوضيح خطوات تخفيض مصفوفه 
نواع المصفوفات المربعه النونية أالمصفوفات المربعه  سنتعرف على  السابعالقسم .مدرجة

هذا القسم جبر المصفوفات المربعه  يوسنعالج ف ةوقطري ةومثلثيه سفلي   ةيو  ل  مثلثيه ع   يوه
ونيه وتكون ى مصفوفه مربعه نأجراء عمليات الجمع والضرب على إحيث يكون بالامكان 

يتناول المصفوفات القابله للعكس وطرق   القسم الثامن. النتيجه دائما مصفوفه مربعه نونيه
Aاستخراج المصفوفه العكسيه عن طريق حساب 

بالطرق الجبرية البسيطة أو بحساب  1-
A

 .يه الأولمن العمليات الصفيه    1-
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 . ةسيه لهذه الوحدسافكار الأالوحدة على عدد من النظريات تدعم الأ يوتحتو 
كما تجد عزيزى الدارس فى ثنايا الوحده بعض التدريبات التى يساعدك تنفيذها 

لى ترسيخ الفهم إسئله التقويم الذاتى التى تهدف ألى إ ةهذا بالاضاف ةعلى فهم محتوى الماد
 .وتعزيزه لديك و تعميقه 

 أهداف الوحدة 
  
             

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

يتوفع منك عزيزي الدارس بعد الانتهاء من دراسة هذه الوحدة أن تكون 
 :قادراً على أن

 .المصفوفة تعرف_ 
 .صفوفاتبعض أتواع الم تعدد _
العمليات الصفية على مصفوفة المعاملات ومصفوفة  يتجر  -

 .الثوابت
 .العمليات الجبرية على المصفوفات تجري -

 .الخواص الأساسية للعمليات الجبرية على المصفوفات تعرف -

 .العلاقة بين المصفوفات ونظم المعادلات الخطية تبين -

 .المصفوفة المدرجة تعرف -

 .يةالأولي والعمليات الصفية بالأمثلة التكافؤ الصف تشرح -

طريقة تخفيض مصفوفة بعمليات صفية إلى مصفوفة  تشرح -
 .مدرجة

 .كيفيه استخراج المصفوفة العكسية تبين -
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 :ئةتوط

 : لدينا نظام معادلات خطية مثل الآتي كان إذا

 

              (1    )                
12546

4435

8324







zyx

zyx

zyx

    

 

 فااايدرسااناها  التاايبسااط بالعمليااات الصاافية أنظاااام  إلااىنسااتطيع تخفاايض هااذا النظااام  نااافإن

 :صل على نظام المعادلات المدرج الآتيالفصل السابق فنح

              (2                   )
2

2422

8324







z

zy

zyx

    

ن عااان المعادلاااة يغاااائب x,yغائاااب عااان المعادلاااة الثانياااة والمتغيااارين  xالمتغيااار  أنونلاحاااظ 

فاااي المعادلاااة   y +0.x.0 الثانياااة و  المعادلاااة  فاااي x.0نكتاااب  أنلكنناااا نساااتطيع . الثالثاااة

 : كالتالييصير النظام المخفض فالثالثة 
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              (1                   )
2.1.0.0

24.122.0

8324







zyx

zyx

zyx

    

 فايالمتغيرات الثلاثة وكل واحد مانهم لاه معامال كل بهذا الشكل يصير النظام محتوياً على 

هااذه . ن كااان هااذا المعاماال صاافراً ا  ياارد فيهااا حتااى و  التاايكاال موضااع ماان المواضااع الثلاثااة 

المعااملات المفاردة للمتغيارات  نتحاول مان نأحياث نرياد  يلايالشاكلية تفيادنا فيماا  الإضاافات

 .المعاملات الكاملة للنظام إلى مجموعة

سلساالة ماان العمليااات علااى معااادلات النظااام  بااإجراء( 1)حصاالنا علااى هااذا النظااام المخفااض 

ومناه نجاد ( 1)وصالنا للنظاام المادرج  أن إلايكل عملية تعطينا نظاماً مكافئاً للسابق لاه (1)

 :نأ  z = 2ومن الثانية نحسب بعد وضع  z = 2ثالثة نرى فوراً أن فمن المعادلة ال. الحل

-22 y +2 =24 
 ىالأولافاي المعادلاة   y = -1 و  z = 2أخياراً بوضاع القايم . y = -1  يعطيناا القيماة الاذي 

 :نجد أن

4.x -2.(-1) -3.(2) = 8 

.x  :312يعطينااا قيمااة  والااذي
4

1
)862(

4

1
x  يكااون  وبالتااالي

     شاكل مرتاب فاينكتباه  نأويمكان    z = 2   ,,  y = -1  x = 3ام المخفاض هاو حل النظا

 أنوهااذا يعنااى ، حاال لااه  أيضااا إنهااانجااد ( 1)النظااام  فاايوبوضااع هااذه القاايم  (1،  -1، 2)
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لاه نفاس الحال، مماا يبارر اعتمادناا علاى  أيالنظام المخفض مكااف  للنظاام غيار المخفاض 

 .لحل نظم المعادلات الخطية( يةطريقة غاوس التخفيض)هذه الطريقة 

المعااملات علاى  فيتغييرات فقط  أحدثتعلى النظام قد  أجريناها التيالعمليات  أننلاحظ 

 ناافإنلذلك .   z , y , x اليسار والثوابت على اليمين ولم تؤثر على المجاهيل أو المتغيرات 

ويمكان  (لات والثوابات المعاام) الأعادادالعملياات الصافية فقاط علاى هاذه  ينجار  أننستطيع 

ولتبسيط العمليات ، نفرغ من التخفيض لذلك  أن إلى    z , y , xنسقط كتابة المتغيرات  أن

 ناااااااااافإنالحساااااااااابية، 

نساااااااااتحدث رماااااااااوزاً 

لكتابااااة المعاااااملات 

 : يليوالثوابت كما 

 

 

ونسميها مصفوفات، اليسرى مصفوفة المعاملات والثانية مصفوفة الثوابت ويمكان أيضااً أن 

 :تب مصفوفة للمتغيرات نك

















z

y

x

 

4     -2         -3 8

5        3         -4 , 4

6     -4          -5 12
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كااال نظاااام معاااادلات تقابلاااه مصااافوفة معااااملات ومصااافوفة ثوابااات ومصااافوفة متغيااارات ماااثلًا 

 .الآتيةالنظام المخفض يملك المصفوفات 

 

 

 

 .ت ومصفوفة الثوابت ومصفوفة المتغيراتمصفوفة المعاملا: اليمين إلىمن اليسار  يوه

 نجرى العمليات الصفية على مصفوفة المعاملات ومصفوفة الثوابت هدفنا الآن هو أن 

 الاااذيلنساااتخلص منهاااا المصااافوفات المخفضاااة، ومنهاااا نكتاااب نظاااام المعاااادلات المخفاااض   

 التاايهااذا البرنااامج يتطلااب تطااوير مفهااوم المصاافوفة وتعريااف العمليااات . الحاال إلااييقودنااا 

 .الفقرة التالية فيتجرى عليها وهذا ما نفعله 

 لمصفوفات والعمليات الجبرية عليهاا.1

 :المصفوفة تعريف* 

ل عنصار كاشكل صفوف فوق بعضاها،  فيمكتوبة  أعدادالمصفوفة هي منظومة  

  [   ]    مكتوبااة بااين. فااي الصااف وترتيبااه فااي العمااود الااذين يقااع فيهمااا منهاا ماارقم  بترتيبااه 

 . …,A,B,Cلى المصفوفة بأحد الحروف الانجليزية الكبيرة إويرمز 

 

4     -2        -3 8

0     -22        1 , 24 ,

0        0         1 2

x

y

z

     
     
     
          



 125 

 :مدخلة المصفوفة* 

و أتسمى الأعداد التي تتألف منها صفوف وأعمدة المصافوفة بمادخلات المصافوفة 

 .  jمودو الع i المدخلة الكائنة في الصف هي  aijعناصرها ، فمثلًا مدخلة المصفوفة 

 :والمصفوفة

A=





















mnmmm

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

......

..........................

........

........

321

2232221

1131211

 

تعناااى أعاااداداً ijaماااوزوكااال الر  الأعمااادةمااان   nمااان الصااافوف و  mهاااي مصااافوفة لهاااا 

 .حقيقية

 :بعض أنواع المصفوفات* 

 :عزيزي الدارس سنذكر فيما يلي بعض بعض الأنواع من المصفوفات

 :المصفوفة المربعة (أ)

 .أن المصفوفة مربعة إذا وفقط إذا كان عدد صفوفها مساوياً لعدد أعمدتها

المصفوفة     فمثلاً 
















5-          4-     6

4-         3        5

3-         2-     4

 A =        أعمدةلها ثلاثة صفوف وثلاثة . 

4,2,3   : الأولعناصر الصف  111213  aaa  
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5,3,4   : الثانيعناصر الصف  212223  aaa 

6,4,5  : عناصر الصف الثالث 313233  aaa 

 : كتابتها في شكل مرتبات كالآتييمكن 

(1-،2-،1  )  ،(1- ،1  ،1   )  ،(1-  ،1-  ،6 ) 

المصفوفة  وأيضاً 
















1         0       0

1       22-     0

3-       2-      4

 B =  أعمدةتتكون من ثلاثة صفوف وثلاثة  

4,2,3   : الأولعناصر الصف  111213  bbb  

0,22,1   :عناصر الصف الثاني  212223  abb 

0,0,1   : عناصر الصف الثالث  313233  bbb 

 : تييمكن كتابتها في شكل مرتبات كالآ

(1-،2-،1  )  ،(1 ،22-  ،1   )  ،(1 ،1 ،1 ) 

 :المصفوفة العمودية( ب)

 .هي المصفوفة التي تتألف من عمود واحد فقط 

المصفوفة  فمثلاً 
















12

4

8

 C =  عمود واحد  تتكون من ثلاثة صفوف و 
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 811a : الأولالصف 

 421a : الثانيالصف 

 1231a:  الصف الثالث

 (12)،   (  1)،  (  8)أي 

 :المصفوفة الصفية( ج)

 .هي المصفوفة التي تتألف من صف واحد فقط

 المصفوفة فمثلاً  1  3  -3  6 D = أعمدة أربعةو صف واحد فقط   تتكون من  

 :وعناصرها هي 

a11= 1 , a12= 3, a13=-3 , a14= 6  

 :المصفوفة الصفرية (د)

 هي المصفوفة التي جميع مدخلاتها تساوي صفراً 

0  0  0فمثلًا 

0  0  0 

 
 
 
 c =   

 :المصفوفة المثلثية العلوية (هـ)

 :وهي مصفوفة مربعة بحيث أن

  =0                                         ija 

 j    i لجميع قيم 
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 :أنأي 

11 12 1

22 2

33 3

... ...

0 ... ...

0 0 ...  

... ... ... ... ...

0 0 0 ...

n

n

n

nn

a a a

a a

a a

a

 
 
 
 
 
 
  

A =  

 : فإنوعليه 

6  8  7

0  3  -1

0   0  0 

 
 
 
  

A= 

 .مصفوفة مثلثية علوية

 :المصفوفة المثلثية السفلية (و)

 :وهي مصفوفة مربعة بحيث أن

   =0                                         ija 

 j    i لجميع قيم 

 :أي أن 

11

21 22

31 32 33

1 2

0 0 ... 0

0 ... 0

0 0  

... ... ... ... 0

... ...n n nn

a

a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 
  

A =  
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 :المصفوفة فإنوعليه 

0  0   0

-3  1  0

4   2  9 

 
 
 
  

 A = 

 .هي مصفوفة مثلثية سفلية

 :المصفوفة القطرية (ز)

تسمى المصفوفة   
ij

   a 
 

A = 

 .وية وسفلية في آن واحدلمصفوفة قطرية إذا كانت مصفوفة مثلثية ع

 :أي أن

           1=ija   

  j  ≠ i:                        عندما 

   ija≠1و         

 j  = i              :            عندما 

 :المصفوفة القطرية تأخذ الشكل العام التالي فإنوعليه 

11

22

33

0 0 ... 0

0 0 ... 0

0 0 0 0  

... ... ... ... 0

0 0 0 ... nn

a

a

a

a

 
 
 
 
 
 
  

A =  
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:                         فمثلًا المصفوفة
5  0   0

0  1   0

0   0  9 

 
 
 
  

 A =  

 . هي مصفوفة قطرية

9  0   0

0  9   0

0   0  9 

 
 
 
  

 B = 

مصااافوفة قطرياااة قياساااية لأن عناصااار قطرهاااا الرئساااي يسااااوي مقااادار ثابااات  Bوالمصااافوفة 

 .  9يساوي 

 :المصفوفة المحايدة (ح)

ijإذا كانت  
   a 
 

A = مصفوفة قطرية بحيث أن: 

... 1
11 22 33

a a a ann     

 :المصفوفة في هذه الحالة مصفوفة محايدة فمثلًا المصفوفة نسمي

 

1  0   0

0  1   0

0   0  1 

 
 
 
  

A =  

 .مصفوفة محايدة
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 ( 1)تدريب 

 
 

 
 
 

 :سعة المصفوفة* 

كانات  فاإذا. نساميه ساعة المصافوفة مصافوفة يحادد ماا أي فاي الأعمادةعدد الصفوف وعدد 

ونقاول  m x nسعة هذه المصفوفة هاي نقول أن  نافإنعموداً   nصفاً و mالمصفوفة تملك 

 .m x nمصفوفة  أنها

  الآتيةفي المصفوفة 





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

........

......................

........

........

21

22221

11211

 

 .ةتيالآالأفقية يمكننا أن نرمز للصفوف بالمرتبات 

),....,,( 21 mnmm aaa ،),....,,( 22221 naaa،),.....,,( 11211 naaa 

233212جد قيم أو   ,, aaa في المصفوفة التالية: 

1    3   7    4

3   4    8    2

6    2   1    9 
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 .وهي تعادل متجهات صفية

 الآتية ت العموديةوللأعمدة بالمرتبا





























































mn

n

n

mm a

a

a

a

a

a

a

a

a

....
,.....,

....
,

....

2

1

2

22

12

1

21

11

 

 وهي تعادل متجهات عمودية 

 . aفقط  أو( a)عدد واحد مثلًا  دبأنها مجر  1x1وتعرف المصفوفة 

 (2)تدريب 

 
 

 
 

 مثال 

المصاافوفة التاليااة 








2-     0     5

مصاافوفة ذا صاافين وثاالاث  أي x 3 2مصاافوفة  هااي 1    -4     3

  أعمدة

و الأعمدة هي (  1،  1، -2)،(,4-,11)الصفوف هي 






























 5

1
,

0   

4
,

2

3 

 

 :جد حجوم المصفوفات التاليةأو  

 
1 9 7 2 5

5 , ,
4 6 3 7 9
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(1)  أسئلة التقويم الذاتي 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  العمليات على المصفوفات1.1   
 :مساواة المصفوفات -أ

جد سعة المصفوفة أو   (أ)/1 




















2       3

4       5

1-     4

3       1

   

233212جد قيم أو ( ب)    ,, aaa في المصفوفة التالية: 

3 -2 1 6

1 6 5 8  

3 4 3 9

 
 
 
  

B =  

مثلثية حدد فيما إذا كانت المصفوفات التالية  مثلثية علوية ، و / 2
:سفلية، قطرية ، صفرية   

    1  0   0

0  0   1

 
 
 
 D =  

4  2   2

0  0   5

0   0  -1 

 
 
 
  

 B=  
5  2   0

4  0   3

0   7  0 

 
 
 
  

A= 

8  0  0

4  2  0

0  5  0

 
 
 
  

  F = 

0  0  0

0  0  0

0  0  0 

 
 
 
  

C =     



 134 

ذا كان كل عنصر  اكان إذامتساويتين  Bو  Aنقول أن المصفوفتين    فيمن نفس السعة وا 

A  ي العمود ف الصف و فييساوى مثيلهB  ونكتبA=B . لذلك فمساواة مصفوفتين بسعة

m x n  تعادلانm n   معادلة 

 مثال 

الجملة  








1       4

تكاف  المعادلات   5       3
1

3

4

52









zw

zw

xy

xy

 

  x=-1  ،y =3   ،z=1  ،w =2وحل هذه المعادلات هو 

 نجد أن المصفوفتين متساويتان   w ,z ,y ,xوبوضع هذه القيم محل 

 (3)تدريب 
 
 

 
 
 

 
 

 :جمع المصفوفات  -ب

 ، مثلاً  m x nسعة  يإذا كان لدينا مصفوفتين ذوات 

 A = Bبحيث تكون  جد المجهول فيما يليأو  

2

2

1 1 3

2 2

3 2 0

A y

x x

 
 

 
 
  

    
1 1

2 2 9

3 3 0

Z

B
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,21

22221

11211

.....

......................

........

........























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A  























mnmm

n

n

bbb

bbb

bbb

B

......

......................

........

........

21

22221

11211

 

 :كالتالي A+Bونكتبه  B , Aنعرف مجموع   نافإن





























mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa

bababa

BA

.....

.............................................

........

........

2211

2222222121

1112121111

 

 

 

 

 

 (1)تدريب

 
 

 
 
 

)وبصااااااورة عامااااااة إذا كاناااااات  ) ( )
ijij aAbB       فااااااإنمصاااااافوفتين لهمااااااا نفااااااس الحجاااااام  =,=

A+B = C   حيث أنijijij bac +=   . 

 ـ:تعريف
يقال أن المصفوفتين قابلتـان للجمـع إذا وفقـط إذا مـن نفـس الدرجـة ومـا دون ذلـ  

ن للجمــع م مــع ملاحظــة أن جمــع مصــفوفتين مــن نفــس الدرجــة يعطــي يغيــر قــابلت
 .  مصفوفة ثالثة من نفس الدرجة وعملية الجمع تتم بجمع المدخلات المتناظرة

 

إذا كانت 
3 4 7

2 0 1

3 4 2

A

 
 


 
   

   ،
1 0 2

2 3 5

4 0 1

B

 
 


 
  

 

 إن أمكن  A+Bفأوجد     
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 :ضرب مصفوفة في عدد -ج

يعارف بأناه المصافوفة المكوناة بضارب كال عنصار مان  Aمصافوفة  فاي  kمضاروب عادد 
Aفي k : 























mnmm

n

n

kakaka

kakaka

kakaka

Ak

.....

.............................

........

........

21

22221

11211

 

 . m x nهما مصفوفتان بسعة   k A و A+B، ن لاحظ أ  

 مثال 

إذا كانت  
2 1

1 3

2 5

 
 

 
  

  A = فإن: 

2 1

( 1) 1 3

2 5

A

  
 

 
 
   

  و   
4 2

2 2 6

4 10

A

 
 

 
 
  

  

 (5)تدريب 
 
 

 

 : سالب المصفوفة - د
   A = -1 . A -: كالتالي    A-  أي A رف سالب المصفوفة نعو 

إذا كانت          
1 2 3 4

1 3 5 1
A

 
  

 
)جد     ) AA 5,2- 
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          A – B = A + ( -B ) : يليتلقائياً عملية الطرح كما  قد عرفنا نكون وبالتالي

 .  إما إذا كانت المصفوفات من سعات مختلفة، فلا يعرف لهما جمع

 

 مثال

إذا كانت 

















614

312
A         و


















815

304
B   ،فإن : 

              



















861154

330142
BA















 1401

616
 

                       

















6.4)1.(44.4

3.41.42.4
4 A















 24416

1248
 

6 3 9
3 4

12 3 18
A B

 
     















 32420

12016




















14732

3310
 

تكااون كاال  التايوهااى   m x nمان المناسااب هناا أن نعاارف المصافوفة الصاافرية مان سااعة 
  :كالتاليعناصرها أصفاراً 





















.........0  0    0

....................

.........0  0    0

.........0  0    0

 

، وهااى تعماال  Oونرمااز لهااذه المصاافوفة بااالرمز  nماادة وعاادد الأع mحيااث عاادد الصاافوف 

  فإن m x nبسعة  j ia Aفإذا كانت لدينا مصفوفة. مثل الصفر مع الأعداد
 A) (O)    (   OA j ij i  aa 
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 (6)تدريب

 
 

 
 

 (7)تدريب 
 
 

 
 
 

 (2 )  أسئلة التقويم الذاتي 

كانت إذا 
1 3

3 5 2 5
1 4 ,     ,     

4 6 9 3
2 1

A B C

 
    

             

    

 (إن وجدت) A-C ,   A-B               جد 

 

 (إذا وجدت)  B-C   ،B-Aجد أو  

6  :ث أن يح 7 10 3 5 2 5
, ,

3 4 13 4 6 9 3
A B C
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 تالمصفوفاوضرب خصائص جمع  .2
 : 1نظرية 

,V  C B, Aكانات  فاإذا m x nمجموعاة المصافوفات مان  هاي V  لاتكن    وكانات
R , 21 kk (الآتيةحقيقية، فتصح القوانين الثمانية  أعداد أي): 

 إذا كانت (أ )
1 2 3 3 4 1

0 4 2   , 0 0 5

0 0 1 0 0 2

A B

   
   

 
   
      

 

  A+Bجد 
 إذا كانت ( ب)

5 2
4 3

7 9 ,
5 1

4 0

C D

 
  

    
   

 

 C+Dجد 

ليكن ( ج)
7 8 2

3 3 3

5 711
3 3 3

A

 
 
 
 

  ،K = 6   جدKA 

إذا كانت  ( د)
3 4 7 1 0 2

2 0 1 , 2 3 5

3 4 2 4 0 1

A B

   
   

 
   
       

 

   A-Bجد 
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C  B ( A  C   )B(A (. أ  

A  OA. ب  

O A)(A. جـ  

A B    BA. د  

)BA  B)A. هـ 111 kkk  

)(AA A. و 2121 kkkk  

1.ز 2 1 2( )A (  A)k k k k 

OA . O    ,A  A . 1. ح  
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 يلايفيماا . ةياالحقيق الأعادادنين اجبر المصفوفات، وكلهاا ماأخوذة مان قاو  في أساسيةهذه قوانين 

 .فكرة البرهان بالنسبة للبعض الآخر يلق عليها ونبرهن بعضها ونعطسنع

ومعنااه باختصاار أنناا فاي (  Associative Law )هذا القانون يسامى قاانون التجمياع  -أ 

أولًا ثم نضايف حاصال جمعهماا  الثانيو  الأولجمع ثلاث مصفوفات نستطيع أن نجمع 

 فاايثالااث، وتكااون النتيجااة واحاادة وال الثااانيمجمااوع  إلااى الأولالثالااث أو أن نجمااع  إلااى

وتكااااون  رينيااااالآخواس علااااى الاثنااااين قاااابكلمااااات أخاااارى نسااااتطيع أن نضااااع الأ. الحااااالين

 .النتيجة واحدة 

 

 (:أ)برهان 

 :  فإن،    j ic Cو     j ib Bو     j ia A كتبنا إذا

  )()()()()( j j j j j j iiiiii cbacba  (A+B) + C 

ومعلوم أن ، حقيقية  أعداداً تعدو أن تكون  لا j icو   j ibو    j iaهذه العناصر 

 : لذلك نستطيع أن نكتب ، ة تحقق قانون التجميعيالحقيق الأعداد

)()( j j j j j j iiiiii cbacba  

هاذا يعناى أن     j = 1, 2 , ….., nو      i = 1, 2 , ….., mحياث   j , iوهاذا يصاح لكال 

( A + B )  +  C  =  ( A ) + ( B + C )               
         فاااااااإذا كاااااااان لااااااادينا المصااااااافوفات عااااااادد مااااااان المصااااااافوفات  لأيويمكااااااان تعمااااااايم هاااااااذا القاااااااانون 

1234 A  ,A  ,A  ,A   فإن : 
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)] AA(A[A] A)AA[(A) AA()A(A 432143214321  

 بالكامل الأقواسنسقط  أنلذلك يمكننا 

A0A  القانون -ب      تعمال مثال الصافر  التاييصاف خاصاية المصافوفة الصافرية

 حرف ) Oأن  إلىالفقرة السابقة ويجب أن ننبه  فيذلك  إلىد أشرنا قو  الأعداد أيمع 

O  بسااعة مصاافوفة يتعناا( الكبياار  m x n  عدديااة، ونكتبهااا  أصاافاركاال عناصاارها

 . Oز بالرم

أضايفت  إذايعبر عن خاصاية كال مصافوفة باأن لهاا مصافوفة ساالبة  +A(A-)القانون  -ج 

 .المصفوفة الصفرية يتعط إليها

يمكان مان  والاذي( Commutative Law)هاو قاانون التباديل  A+B=B+Aالقاانون  -د 

 يتى من أن قانون التبديل يسر أبرهانه مثل قانون التجميع يت. عكس ترتيب المصفوفات

 .الحقيقية ادالأعدعلى 

)BA  B)Aالقااااانون -هااااا 111 kkk   مجمااااوع مصاااافوفتين  فاااايضاااارب عاااادد  ييعناااا

 .كل مصفوفة وجمعها فيضرب نفس العدد  ييساو 

 (:ها)برهان 

)()()()(  B)A( j 1j 1j 1j 1j j 11 iiiiii bkakakakbakk   

       BA )( )( 11j 1j 1 kkbkak ii  
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)(AA Aقااانون   - و 2121 kkkk   مجمااوع عااددين مضااروباً فااي مصاافوفة  ييعناا

 . في المصفوفة وجمعهماساوي ضرب كل عدد ي

1القااااااانون  - ز 2 1 2( . ) A  ( A)k k k k فااااااايحاصااااااال ضااااااارب عاااااااددين إذا ضااااااارب : ييعنااااااا 

ثااااام ضااااارب الثااااااني فاااااي   المصااااافوفة فااااايه يسااااااوى ضااااارب أحاااااد العاااااددين فإنااااامصااااافوفة 

 .الناتجة المصفوفة

A A . 1القااااانون  - ح   و القااااانونOA . O  1العاااادد يااااران عاااان خااااواص همااااا تعب 

 فايو  هايصافوفة كماا مى تظال الالأولاالحالة  فيف. مصفوفة  فيربا ض   إذا   1 والعدد 

 .الحالة الثانية تنتج عنها المصفوفة الصفرية
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 ملحوظة

,nRإذا عبرنا عن متجهات    vu  صفية أو متجهات عمودية،  بشكل متجهات
 : مثلاً 

),.....,,( 21 nbbbv       و),.....,,( 21 naaau  

أو           
























nb

b

b

v





2

1

               و              
























na

a

a

u





2

1

 

نااا نسااتطيع أن ننظاار إليهااا كمصاافوفات ونطبااق عليهااا قواعااد الجمااع والضاارب فااي فإن
 :عدد كالآتي

),.....,,( 21 nbkbkbkuk  و),.....,,( 2211 nn bababavu  

أو           






















nak

ak

ak

uk


2

1

و                    




























nn ba

ba

ba

vu
.........

22

11

 

لااااذلك   nRللمتجهااااات فااااي   الأولوهااااو نفااااس التعريااااف الااااذي قاااادمناه فااااي الفصاااال 
 .ها فالمتجهات هي نوع من المصفوفات وتعميم ل

 :  نرى أن( ب) –( أ)من القوانين 
2A A)11(A . 1A . 1AA  

..... ,3A A)12(A . 1A . 2AAA  
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 (3)أسئلة التقويم الذاتي 
 
 
 
 
 

 
 ضرب المصفوفات .3

وصال  التاييعارف الطريقاة  أن فايالدارساين  ضرب المصفوفات عملية معقادة ويعجاز كثيار مان

 : نعطي مقدمة عن هذه الطريقة م أنز لذلك يل .بها الرياضيون لهذا التعريف

نكتبهاا  أنيمكان  التاي  nRالفضااء  فايالمتجهاات  هايالمصافوفات  أنواع بأبسطنبدأ  ( أ

),,.....,(شكل متجهات صفية  في 21 naaa ودياةأو متجهاات عم




















na

a

a


2

1

     .

أو  القياسايتكاون حاصال الضارب أن أيضاً تعلمناا  .  الأولالفصل  فيوقد درسنا هذه 

),.....,(متجهااين لأي (   Dot Product) ضاارب النقطااة 1 naau   و

),.....,( 1 nbbv  كالتالي : 

).....(. 2211 nnbababavu  

إذا كانت 
3 2 0 3

1 1 , 4 5

5 4 3 4

A B

   
   

 
   
      

 

 2A + 3Bأوجد 
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 :  n الأعماااااادةوفات أن المصاااااافوفة ذات الصااااااف الواحااااااد و تعريفنااااااا للمصااااااف فاااااايوقااااااد رأينااااااا 

),.....,,( 21 naaaو الصاااااافوف  العمااااااود الواحااااااد  أوn 




















na

a

a


2

1

تعتباااااار  أنيمكاااااان   

ا كتاباة ضارب النقطاة ننالاذلك يمك. الحالاة الثانياة فايى وعمودية الأولالحالة  فيمتجهات صفية 

 .كالآتي

nnbababa  .....2211=




















na

a

a


2

1

),.....,,(. 21 naaavu  

 والآن. وجمع كل المضاروبات المكوناة بهاذه الطريقاة ibفي   ia ضرب هيوتكون القاعدة 

 :كالتالينصيغ هذه القاعدة بلغة المصفوفات 

يكاون  (مصافوفة عمودياة فايمصافوفة صافية  أي )  n x 1و      x n 1ضارب مصافوفتين  

 : كالآتي

nnbababa  .....2211=




















na

a

a


2

1

),.....,,( 21 naaa 
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 أي n x 1مصفوفة عمودية ي ف m x n  نعمم هذه العملية لحالة ضرب مصفوفة الآن ( ب









































n
mnmm

n

n

b

b

b

aaa

aaa

aaa



2

1

21

22221

11211

.....

......................

........

........

 

 : ونأخذ على سبيل المثال نظام المعادلات 

(1        )
2323222121

1313212111

yxbxbxb

yxbxbxb




 

 :  كالآتيمعادلة مصفوفات  إلىنحول هذا النظام  أنونستطيع 























2

1

323222121

313212111

y

y

xbxbxb

xbxbxb
 

المصاافوفة اليسارى عبااارة . اليمناىالمصافوفة اليسارى ماان صافين وعمااود واحاد وكاذلك المصاافوفة 

 : ضرب من نوع ما للمصفوفتين



























3

2

1

,232221

131211
X

          

          
B

x

x

x

bbb

bbb

 

 .ومساواتها بالمصفوفة 









2

1
Y

y

y
 

 : ويمكن كتابتها كالتالي 
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                          (2               )Y X B  

ذا 12  كان لدينا نظام آخر يربط بين وا  , yy     12و , zz : 

                        (1              )
11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

a y a y z

a y a y z

 

  

 وهذه يمكن كتابتها مثل السابقة 

                          (1               )Z YA  

 حيث

  
11 12

21 22

    
A

     

a a

a a

 
  
 

و   









2

1
Y

y

y
و     










2

1
Z

z

z
 

ذا  :صار لدينا (1)المعادلة  في( 2)أدخلنا المعادلة  وا 

                          (1               )ZA(BX) 

3222121

1212111

zyaya

zyaya




 

  كالآتي( 1)المعادلة  في( 1)ندخل المعادلة  أننستطيع  الآخرالجانب  في

13232221212231321211121

13232221211231321211111

)()(

)()(

zxbxbxaaxbxbxba

zxbxbxaaxbxbxba




 

  التاليوبإعادة تجميع التعابير نحصل على النظام 
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1323221321222221221121221121

1323121311222121211121121111

)()()(

)()()(

zxbabaxbabaxbaba

zxbabaxbabaxbaba




 

 شكل مصفوفات  فيم يمكن كتابته بنفس الطريقة السابقة وهذا النظا








































2

1

3

2

1

232213212222122121221121

231213112212121121121111

            

            

z

z

x

x

x

babababababa

babababababa

 

 مثل السابق أي

ZX
            

            

232213212222122121221121

231213112212121121121111














babababababa

babababababa

 

 ( 1)وبمقارنة هذه المعادلة بالمعادلة 

ZA(BX) 

 يصير لدينا















232213212222122121221121

231213112212121121121111

            

            
 BA 

babababababa

babababababa

 

 كالتالييكون ضرب المصفوفات  أي

 
































232213212222122121221121

231213112212121121121111

232221

131211

2221

1211

          

          

     

     

  

  

babababababa

babababababa

bbb

bbb

aa

aa
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 : قاعدة الضرب وهذه هي

    : B فاااااااااااااي الأولمفاااااااااااااردات العماااااااااااااود  فااااااااااااايمضاااااااااااااروبة  A فاااااااااااااي الأولمفاااااااااااااردات الصاااااااااااااف 

21121111 baba    المصفوفة الناتجة فيى الأوللتعطينا القيمة. 

B :22121211 فاي الثاانيالعماود مفاردات  فيمضروبة   Aفي الأولمفردات الصف  baba  

 .في المصفوفة الناتجة الأولالصف  فيقيمة الثانية لتعطينا ال

 فايالعماود الثالاث لنحصال علاى النقطاة الثالثاة  فاي الأولوهكذا تساتمر العملياة بضارب الصاف 

 . المصفوفة الناتجة في الأولالصف 

ثااام  الثاااانيثااام  الأولالعماااود  فااايونضاااربه باانفس الطريقاااة  A فاااي الثاااانيبعااد ذلاااك نأخاااذ الصاااف 

 .المصفوفة الناتجة فيصل على نقاط الصف الثاني ونح Bالثالث من 

 B1 ابا   Bمان  الأولوللعماود   A2 باا الثاانيوالصاف    A1 ابا Aمان  الأولرمزناا للصاف  فاإذا

 :كالآتيأمكن كتابة حاصل الضرب   B3والعمود الثالث  B2والعمود الثاني 
















3

2

2

2

1

2

3

1

2

1

1

1

B . A          B . A          B . A

B . A          B . A          B . A
B .A  

 

عادلااة منظااام ال فاايكااان عاادد المتغياارات  إذا إلاحقااق هااذه العمليااة كلهااا لا تت أنويجااب ملاحظااة 

فااي نظااام  yi مساااول لعاادد المتغياارات  (1)نظااام المعااادلات  فااي  yiمساااو لعاادد المتغياارات  (1)

 (.2)المعادلات 
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نعااااارف عملياااااة ضااااارب  الآن Bاوية لعااااادد صااااافوف سااااام Aهاااااذا يعناااااى أن يكاااااون عااااادد أعمااااادة 

 :المصفوفات 

يساااوى عاادد  A أعماادةن عاادد أمصاافوفتان و  =B  (bij)ن أو  =A  (aij)لنفاارض أن   :تعريــف

هاذه الحالاة  فاي. p x n   مصافوفة B أن و m x pمصافوفة  Aلنقال ماثلًا أن ،  Bصافوف 

 iحيث يكون مدخلها رقم   m x n المرتبة تهو المصفوفة ذا AB أي Bو Aيكون مضروب 

j    ناتجاً عن ضرب الصفAi  منA  بالعمودBj   منB أي: 























n

m

2

m

1

m

n

2

2

2

1

2

n

1

2

1

1

1

B . .........AB . A         B . A

....................................................

B . .A..........B . A          B . A

B . .A..........B . A          B . A

B .A  

 :وهذا يعنى الآتي

11 12 1 11 12 1 1

21 22 2

1 2  

1 2  

   ......  .... ....

   ...... .........................

...................... ..................

   ......

......................

  .....

p j n

p

i i i p

m m m p

a a a b b b b

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11 1

1
1 2

   .......... .....

.........................
.......

............ ..........
.........................

.........................
.......................

 
 ... ....

n

ij

m
p p pj pn

c c

c

c
b b b b

 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

   .............. m nc

 
 
 
 
 
 
 
 

 مثال 

كان  إذا









02

41
 A        و







 


61

32

5

1
  B           أوجد 
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 ن وجدإ BAحاصل الضرب ( ب)        إن وجد ABحاصل الضرب  ( أ)

  ABكوين لذلك يمكن ت. متساويانB (2 )وعدد صفوف A (2 ) أعمدةعدد  :الجواب

























 










6.03.21.0

6.43.11.4

)2.(25.01.2

)2.(15.41.1

61

32

5

1

02

41
 BA  

                           
























64

272

2

21

64

24342

2

201     

مختلاف عان عادد B (1 )لاذلك عادد أعمادة x 2 2 : مصافوفة  Aو   x 3 2مصافوفة   B(ب)

 BAلذلك لا يمكن تكوين A (2 )صفوف 

ABBAنلاحظ في المثال  أن  . يحقق خاصية التبديلأي  حاصل الضرب لا. 

 
 (1)تدريب 

 
 

 
 
 

 (1)تدريب 
 
 

 
 
 

إذا كان 











01

73
 A        و












25

41
  B .أوجد 

                    BA(ب)                   AB( أ)       

إذا كان 






 


04

52

3

1
A        و























43

01

12

  B. 

   AB( ب)          BA( أ)         أوجد            
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مع مصفوفة    m ×  nحاصل ضرب مصفوفة، مما سبق يمكن أن نلاحظ أن  عزيزي الدارس

n × p   ينتج عنه مصفوفةm × p    

 :وبذلك يمكن وضع الشرط اللازم لتحقيق عملية الضرب على الصورة

                                                                             

                                         =                          

        mn                     np                         mp             

 

 

    

  الآتيةيخضع ضرب المصفوفات للقواعد 

 :2نظرية 

ه يصااح فإنااصاافوفات وكاناات عمليااات الجمااع والضاارب الااواردة معرفااة، م C,B,A   كاناات إذا 

 :الآتي

 .(قانون التجميع)                                           C = A(BC)(AB)      ( أ

 (الأيسرقانون التوزيع )                                   A(B+C) = AB+AC   (ب

 (الأيمنقانون التوزيع )                                  A = BA+CA(B+C)     (ج

 قياسي أي kحيث                               k(AB) =( kA)B=A(kB)      ( د

 التساوي شرط الضرب 

  رتبة مصفوفة حاصل الضرب 
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  :البرهان 

 .نترك البقية كتمارينو ( أ)نبرهن 

  =B=  (ckl  )  C  (bjk)و  =A  (aij)لتكن  (1)

SAB)(و ليكن أيضاً   iks   و)(TBC jlt 

 : التاليوسيصح  





m

j

jkijmkimkikiik babababas
1

2211 ........ 





n

k

kljknljnljljjl cbcbcbcbt
1

2211 ........ 

سيكون   l والعمود iالصف  فيالعنصر  فإنCفي (AB) أي Cمصفوفة لبا  Sضربنا إذا والآن

: 

kl

n

k

m

j

jkijnlinlili cbacscscs 
 


1 1

2211 )(........ 

والعماود  iالصاف  فايالعنصار  فاإن،  BC فاي A أي T فاي Aضربنا  إذا الآخرالجانب  فيو 
l   من المصفوفةA(BC) سيكون : 

      



m

j

jlijmlimlili tatatata
1

2211 ........ 

        )(
1 1

kl

m

j

n

k

jkij cba
 

 

 .وهو المطلوبC =A(BC)(AB)ونظراً لأن المجاميع الاثنين متساويان فقد برهننا أن 
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  (TRANSPOSE Of Matrix )المصفوفة (مدورة)منقول . 1

نحصال عليهااا بتحويال الصاافوف لتكااون  التاايهااو المصافوفة tAويكتاب  Aمنقاول المصاافوفة 

 :كالتاليصفوفاً لتكون  الأعمدةأعمدة و 













































mnnn

m

m

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa
t

....

....................

.....

.....

.....

......................

........

........

A

21

22212

12111

21

22221

11211

t

 

 n x mستكون مصفوفة سعة tAفإن m x nمصفوفة سعة   Aكان  إذا

 مثال 

 :للمصفوفة التالية TAجد 
3 1 2

5 4 6

 
 

 
 

 



















62

41

53

 

t










 64

21

5

3
At  

 (11)تدريب 
 
 

 
 

 :للمصفوفة الصفية TAجد أو  

 6 5 2 9A  
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 :تية الآوتحقق عملية النقل الصفات 

 :  3نظرية 

ttt(       أ) BAB)A(  

)A)A       (     ب) tt  

tt     (      ج) AA)( kk  

ttt  (        د) ABAB)(  

 .كتمارين للدارس الأخرى الأجزاءونترك ( د)نبرهن الجزء  :البرهان

A)(كان  إذا ija    و)(B jkb  ،عنصر  فإنAB  في الصفi العمود  وj  هو: 

(1           )mjimjiji bababa  ........2211 

 )(tABفي iوالعمود   jالصف  فيسيظهر  الذيهو هذا العنصر  فإنلذلك 

 : B في  j  العمود فييتكون من العناصر tBفي jالصف  فإنخر في الجانب الآ

(2   )                           ),........,,( 21 mjjj bbb 

 :أى  Aمن  jون من عناصر الصف يتك tAمن  jالعمود  فإنكذلك 

                           (1                 )




















im

i

i

a

a

a



2

1
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( 2)هااو حاصاال ضاارب  ttABماان  iوالعمااود  jالصااف  فااييظهاار  الااذيالعنصاار  فااإنلااذلك 

 : أى ( 1)و

mjimjiji bababa  ........2211





















im

i

i

a

a

a



2

1

),........,,( 21 mjjj bbb 

tttلذلك ( 1)وهو العنصر في  ABAB)(  

 

    

 

 

 

 مثال 

1                               إذا كانت 1 3 4

1 2 3 5
A

 
  
 

 
1 3 0 6

4 5 3 0
B

  
  
 

 

)جد  ) ( )TTTT BAAA +,, 

 :الحل

 ملحوظة

Aساوية لمدورها م Aا كانت المصفوفة إذ(أ)
t المصفوفة  فإنA  تسمى

 .مصفوفة تماثلية
 Bالمصفوفة  فإن Bمساوياً لسالب المصفوفة  Bإذا كان مدور (ب) 

       . تسمى مصفوفة تماثلية تخالفياً 
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1 1

1 2

3 3

4 5

TA

 
 

 
 
 
 

    ,      
T

TA 
1 1 3 4

1 2 3 5

 
 
 

 

 
1 1 3 4

1 2 3 5
A B

 
  

 

1 3 0 6

4 5 3 0

  
  
 

0 4 3 10

5 7 6 5

 
  
 

 
 

 

0 5

4 7

3 6

10 5

T
A B

 
 

  
 
 
 

 

 (11)تدريب 
 
 

 
 
 

 
 ( 3) أسئلة التقويم الذاتي 

 
 
 
 
 
 

 

إذا كانت 
1 2 3 2 4 1

,
1 4 5 1 5 2

A B
   

    
    

 

)جد أو  ) TTTT AAA 3,, 

 

إذا كانت 
5 3 6 0 5 3

3 2 7 , 5 0 7

6 7 9 3 7 0

A B

    
   

   
   
      

 

t,جد أو   tA B وماذا تلاحظ 
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 العلاقة بين المصفوفات ونظم المعادلات الخطية .5
  :  لتالياكان لدينا نظام المعادلات الخطية  إذا

 

(1    )          

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa







.....

...............................................

.......

........

2211

22222121

11212111

 

 

  :  التالينكتب هذا النظام بالشكل  أننستطيع باستعمال تعريف ضرب المصفوفات  نافإن

(2           )






























































mn
mnmm

n

n

b

b

b

x

x

x

aaa

aaa

aaa



2

1

2

1

21

22221

11211

......

.....................

........

........

 

  :  كانت إذا AX = Bأو باختصار 



































































mn
mnmm

n

n

b

b

b

x

x

x

aaa

aaa

aaa



2

1

2

1

21

22221

11211

B,X,

......

.....................

........

........

A
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النظاام  أنلاحاظ . والعكس( 2)و حل لمعادلة المصفوفات ه( 1)وذلك يعنى أن كل حل للنظام 

 .AX = Oالمتجانس يكاف  معادلة المصفوفات 

  :لذلك نسمى المصفوفة( 1)النظام  فيتسمى مصفوفة المعاملات  أعلاه   Aالمصفوفة 





















mmnmm

n

n

baaa

baaa

baaa

......

.....................

........

........

21

222221

111211

 

ة لمصاااافوفة سااااعو المصاااافوفة الم .  مصاااافوفة المعاااااملات إلااااى Bالعمااااود  بإضااااافةتنااااتج  التاااايو 

المصاااافوفة  بواسااااطةيمكاااان أن يحاااادد بالكاماااال ( 1)ونلاحااااظ أن نظااااام المعااااادلات . المعاااااملات

 .الموسعة 

 مثال 

 : النظام الآتي فيأوجد مصفوفة المعاملات ومصفوفة المعاملات الموسعة  
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 : معادلة المصفوفات المكافئة
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 : الحل 

 هيصفوفة المعاملات م
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الموسعة  تالمعاملامصفوفة 
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دارساااة نظااام المعااااملات الخطياااة سااانجد أن لغاااة ونظرياااات المصااافوفات تاااوفر طريقاااة أبساااط  فاااي

 :الآتيةعلى النظريات هذه النظم حل  وسنعتمد في. وأسرع

 

 :1نظرية 

,...,,12ن ألنفرض  uuun  لاول لنظاام المعاادلات الخطياة المتجانساة حAX = O . فاي

:  iuهاااااااااااااااااااااااذه الحاااااااااااااااااااااااال ساااااااااااااااااااااااتكون كااااااااااااااااااااااال تركيباااااااااااااااااااااااة خطياااااااااااااااااااااااة مااااااااااااااااااااااان الحلاااااااااااااااااااااااول

nnukukuk  . AX = Oانس جاااأيضااااً حااال للنظاااام المت  2211......

uحال أيكال مضااعف مان  فاإنوجاه الخصاوص  ىوعلا  AX = Oللمعادلاة  ukأي    

 .  AX = O سيكون أيضاً حلًا للمعادلة

 

 : البرهان 

,...,,12بما أن uuun  حلول للنظامAX = O  ،                         

0A,0A,...,0A فإن  12  uuun                  لذلك: 
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nnn ukukukukukuk A......AA)......(A 221132211  

   O.O.......O.O 21  nkkk 

nnukukuk فإنلذلك     .AX = O حل للمعادلة المتجانسة 2211......

  1-3نظرية 

هاذا النظاام سايكون لاه حال واحاد فرياد أو عادد  فاإننظاام معاادلات خطياة،  AX = Bكاان  إذا

 . الإطلاقيوجد له حل على  لانهائي من الحلول أو لا

 :البرهان

 :نبرهن أولاً  

 : ه يملك عدداً لانهائياً من الحلولفإنمن حل واحد  أكثرله  AX = Bكان  إذا

لاذلك لكال عادد  Av = Bو   Au = B أي AX = Bلمعادلاة لحلاول    v , u أنلنفارض 

Rk سيكون : 

  )AA(A )(A vukuvuku  

                        B)BB(B  k 

)(  فاإنحالان للمعادلاة    v , uكاان  إذاRkلكل:  أخرىبكلمات  vuku  يضااً أ

تملاك  AX = B فاإن خارالآوبماا أن كال هاذه الحلاول مختلفاة عان .   AX = Bحال للمعادلاة 

 .عدداً لانهائياً من الحلول
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الااك حاال أن يكااون الحاال واحااداً فريااداً أو لا يكااون هن فإماااماان حاال واحااد  أكثاارلاام يكاان هنالااك  فااإذا

 مطلقاً 

   (Echelon matrices)المصفوفات المدرجة . 6

A)(يقال على المصفوفة  ija  كاان عادد  إذافي شكل مادرج  أنهابأنها مصفوفة مدرجة أو

يلياه  الاذيكل صاف تتزاياد باين الصاف والصاف  في صفريتسبق أول عدد غير  التيصفار الأ

صااافار تعقاااب الأ التااايى الأولااا الأعااادادف صااافرية وتسااامى صااافو  إلاالنهاياااة  فااايحتاااى لا يبقاااى 

 .العناصر المميزة 

 مثال 

 .تية مصفوفات مدرجةالمصفوفات الآ
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كاناات العناصاار  إذاوتساامى علااى وجااه الخصااوص المصاافوفة مصاافوفة مدرجااة مخفضااة صاافياً 

 المميزة 

  . دها عمو  فيالعناصر غير الصفرية الوحيدة  هي ( أ

 .1 يمنها يساو كل  ( ب
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 الاثناان خفضاة صافياً بينماامال المدرجاة مثال على المصفوفة هيلمصفوفة الثالثة على اليمين او 

 بااأيصاافوفة الصاافرية مى والثانيااة مصاافوفتان ماادرجتان غياار مخفضااتان صاافياً لاحااظ أن الالأولاا

 .مصفوفة مخفضة صفياً  هي الأعمدةعدد من الصفوف و 

ن أحااد أشااكال المصاافوفات ذات الفائاادة فااي حاال الأنظمااة ممااا ساابق نلاحااظ عزياازي الاادارس ، أ

 :ما يليب، نعرفه  (وهو الشكل الصفي المميز)الخطية هو المصفوفة المدرجة 

 :إذا حققت الشروط التالية( على الشكل الصفي المميز)تكون أيه مصفوفة مدرجة 

 ر الصافري فاي غيا الأولهو العنصر  1الصف مكوناً بكامله من أصفار فيكون  يكن إذا لم

 (.ويسمى العنصر المتقدم أو الواحد المتقدم)، هذا الصف 

  تتواجاااااد فاااااي أسااااافل ( الصااااافوف الصااااافرية)كااااال المصااااافوف المكوناااااة بكاملهاااااا مااااان أصااااافار

 .المصفوفة

  المتقاادم فااي الصااف  1فااي أي صاافين متتااابعين غياار مكااونين بكاملهمااا ماان أصاافار يكااون

 .علىالمتقدم  في الصف الأ 1الأسفل على يمين 

  متقدم أصفاراً في كل مكان عدا هذا العنصر  1تكون جميع عناصر العمود المحتوي على 

 مثال 

 ؟ ولماذا؟( على الشكل الصفي المميز)هل المصفوفات التالية مدرجة 

1 0 0 1 1 0 0 0 1 2 2 2
1 0 3 1

0 1 0 2 , 0 1 2 0 , 0 1 3 3
0 1 2 4

0 0 1 3 0 0 0 1 0 0 0 0

A B C D
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  :الحل

قااق وذلااك لأنهااا تح( علااى الشااكل الصاافي المميااز)جميعهااا مدرجااة  A , B , Cالمصاافوفات 

، بينمااا ( علااى الشااكل الصاافي المميااز)الشااروط الأربعااة الااواردة فااي تعريااف المصاافوفة المدرجااة 

المتقادم فاي  1موجاود فاوق العادد  2ليست علاى الشاكل الصافي الممياز لأن العادد  Dالمصفوفة 

 .الصف الثاني

 (12)تدريب 
 
 

 
 

 

 

 ية الأولوالعمليات الصفية  فيالص فؤالتكا 1.6
( Row Equivalence and Elementary Row Operation)  

 Aماان  Bمكااان الحصااول علااى إذا كااان بالإ Bمكافئااة للمصاافوفة  أنهااا Aنقااول عاان المصاافوفة 

 :يةالأولنسميها العمليات الصفية  التيتية، مليات الآة منتهية من العلبواسطة سلس

E1 : نستبدل الصف رقمi  والصف رقمj أي ji RR  . 

E2 :ضرب الصف رقم نi  بعددk  0أييختلف عن الصفر,RR  kk ii 

؟ ( علاااى الشاااكل الصااافي الممياااز)هااال المصااافوفات التالياااة مدرجاااة 

 ولماذا؟

1 0 0 4 1 0 0 1 4 3 7

0 1 0 7 , 0 1 0 , 0 1 6 2

0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 5

A B D
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E3 : نساااتبدل رقااامi  بالصاااف رقااامj  ًالعااادد  فااايمضاااروبا+k ًالصاااف رقااام  إلياااه ومضاااافاi:  أي :

0,RRR  kk iji. 

نساتبدل  ناافإنفاي خطاوة واحادة ولاذلك  E3,E2ولكننا عمليااً نساتعمل  الأساسيةهذه هي العمليات 

E3,E2  بالعمليةE  التالية: 

E : نستبدل الصف رقمi  بالصفj  مضروباً فيk ًالصف رقم  إليهمضافاi  مضروباً في

k   :0,RRR  kk iji. 

طبقناهااااا علاااى نظااااام  التاااييلاحاااظ الاااادارس الشااابه الشاااديد بااااين هاااذه العمليااااات وتلاااك  ،  طبعااااً  

معاادلات ل اً نظام أي فإنالواقع  في. من حلها في الفصل السابقنتمكن  لكيالمعادلات الخطية 

 .هما الواسعتان متكافئتان يملكان نفس الحلاتكون مصفوفت

استعملناها لحل نظام المعاادلات  التيالتالية المشابهة للطريقة ( الغوريزم)وتستعمل طريقة الحل 

 :الخطية

 مدرجةلى مصفوفة إطريقة تخفيض مصفوفة بعمليات صفية  2.6

عمااود باه ماادخل صافري نجاارى عملياات صاافية  أولهاو   j1نفاارض أن العماود : ىالأولاالخطاوة 

0يكون  أي الأولالصف  فيتجعل هذا المدخل يظهر 
11 ja 

 نجرب العملية i >1لكل رقم : الخطوة الثانية

ijajijai R 1R R
11
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11بالمدخل  iنضرب الصف ) ja  1المدخل فيمضروباً  الأولمنه الصف ونطرحija). 

 الأولطااوتين علااى كاال صااف ماعاادا خال إجااراءنكاارر هااذه العمليااات مااع المصاافوفة الناتجااة بعااد 

 .شكل مدرج  فيحصل على مصفوفة  ن أن إلىباستمرار 

 مثال

 :  مصفوفة مدرجة باستعمال العمليات إلى Aخفض المصفوفة  

212 RR 2R    ،313 R R 3R        

3 ثم العملية 2 3R 5 R 4 R  

























3463

2242

0321

A 

  :الحل

2 21

3 1 3 3 2 3

R 2 R R
1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0

R 3 R  R R 5 R 4 R
2 4 2 2 0 0 4 2 0 0 4 2

3 6 4 3 0 0 5 3 0 0 0 2

  
       

          
       

          

 

ذا كانااااااااااااااات المصااااااااااااااافوفة  A)(وا  ija    مصااااااااااااااافوفة مدرجاااااااااااااااة لهاااااااااااااااا عناصااااااااااااااار مميااااااااااااااازة

1122 ,,....., jjrrj aaa ن نجرى العمليات نستطيع أ نافإن: 

  ki
iija

ikj
ai R R R           لكلi-1, ….,2,1 = k     
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الوحيادة غياار  توسانجد أنناا حصاالنا علاى مصاافوفة مدرجاة تكااون العناصار الممياازة هاي الماادخلا

 . الصفرية في كل عمود

1بالعااادد iRضاااربنا كااال  فااإذا

ija
riحياااث     ،بكلماااات  . 1العناصااار المميااازة ساااتكون فااإن

 . مصفوفة مدرجة مخفضة صفياً  إلىأخرى ستتحول المصفوفة المدرجة 

مكافئة على الأقل لمصفوفة مدرجة مخفضة صافياً  Aهذه الملاحظات توضح أن كل مصفوفة 

 .مكافئة لمصفوفة مدرجة واحدة فقط Aويمكن البرهان على أن 

 (13)تدريب 
 
 

 
 

 

 Square Matrix المربعة ةالمصفوف. 7
 فااإذا . مصافوفة مربعاة الأعمادةيتسااوى فيهاا عاادد الصافوف ماع  التايتسامى المصافوفة 

أو  nهااا تساامى مصاافوفة ماان الدرجااة فإنعمااوداً ،  nصاافاً و  nكاناات المصاافوفة المربعااة تملااك 

 .مصفوفة مربعة نونية 

A)(كاناااااااات  فااااااااإذا ija طرهااااااااا يتكااااااااون ماااااااان العناصاااااااار ق فااااااااإنمربعااااااااة نونيااااااااة  مصاااااااافوفة

1122 ,,....., aaa nn 

 حول المصفوفة إلى مصفوفة مدرجة 
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 169 

 مثال 

 :تيةالمصفوفة الآ 
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321

 

 .1مصفوفة مربعة من الدرجة  هي

 كالآتيكانت مدخلاتها  إذاوتسمى المصفوفة المربعة النونية مصفوفة مثلثية عليا 
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 :كالآتيكانت مدخلاتها  إذامثلثية سفلى فة و كما تسمى مصف
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 :إذا كانت بالشكلوتسمى قطرية 
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صافار ماعادا أعلاى القطار و  آحاادطرية تتكاون مان قكانت المصفوفة ال إذاعلى وجه الخصوص 

 : مثلاً In    رمز لها بتسمى المصفوفة مصفوفة الوحدة ون هافإنذلك 



















100

010

001

 3I 

 : مصفوفة من نفس المرتبة بالخاصية أي مع فيحيث ت 1هذه المصفوفة تشبه العدد 

A I = I A = A 

  kالقطر العدد  فيكل مدخلة  فيكون ت التي يمصفوفة عددية وه  k I وتسمى المصفوفة

 جبر المصفوفات المربعة1.7  

لكان . ماضاربه أوا مامكاان جمعهأن يكون بالإمصفوفتين لا يجب بالضرورة  أي فإن أسلفناكما 

ينتهاي ويكاون  هذا التضاييق فإن، nط المصفوفات المربعة من المرتبة قالاعتبار ف فيأخذنا  إذا

 nمصفوفات مرتباة  أيعلى والنقل ، الضرب بعدد  عمليات الجمع والضرب و إجراءمكان بالإ

x n فوفة من مرتبة وتكون النتيجة دائما مصn x n . 
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كماا Aن قوى من و  ك  ن   أننستطيع  نافإنمصفوفة مربعة نونية، Aكانت  إذاعلى وجه الخصوص 

 :يلي

IA  ........,  ,A    AA    ,A    A A 0232  

 :كانت  فإذايضاً تكوين كثيرات حدود من المصفوفات ويمكن أ
n

n xaxaxaaxf  .........)( 2

210 

 :نعرف  نافإن
2

0 1 2( ) I A A ......... An

nf A a a a a     

يساامى صاافر أو جااذر كثياارة  A فااإنالمصاافوفة الصاافرية،  هاايxf)(كاناات إذا مااا حالااة فاايو 

 .  xf)(الحدود 

 مثال 

لاااااااااااااااااااتكن 











43

21
A 2  أوجااااااااااااااااااادA  . 532كانااااااااااااااااااات  إذا)( 2  axxf   و

103)( 2  xxxg . أوجد)A(f    و)A(g   جاذور هاذه المعاادلات أوجاد  و

 .وجدت  إن

 :الحل 
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67
 A)(g 

 .  xg)(هو صفر أو جذر لكثيرة الحدود  A فإنوبذلك 

 وفات القابلة للعكسالمصف8.
 : بحيث يصح Bوجدت  إذاللعكس  قابلة Aتسمى المصفوفة المربعة  

IA  B BA  

، برهاان ذلاك بساهولة  نويمكا. فريادة B مثال هاذه المصافوفة . حادياة هي المصفوفة الآ Iحيث 

 :  أننرى  نافإن،  أعلاهتحققان الشرط  B2,B1كانت هنالك مصفوفتان  فإذا

IA  B BA 22      وIA  B BA 11  

 أنومنها يتبع 

1 1 1 2 1 2 2 2B  B  I B  ( A B  ) (B  A )B I B B     

هاااذه  .   1A-باااالرمز  إليهااااونشاااير  Aا تسااامى المصااافوفة العكساااية لااا Bمثااال هاااذه المصااافوفة 

 .Bعكسية  هي A فإن،  Aعكسية  هي Bكانت  إذاالعلاقة متناظرة بمعنى 

 

 مثال

 كانت  إذا 









32

53
A    و












32

53-
B   أنبرهن B,A عكسيتان لبعضهما البعض 
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 الحل 
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1515109-
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01

91066

1515109-

32

53

32

53-
A B 

ن يالمصاافوفت أننباارهن  لكااي IBA و   I BA نثباات كاالا المعااادلتين  أنيلاازم  لكاان لا

ن تصاااح واحااادة فقاااط مااان المعاااادلتين ويمكااان برهاااان ذلاااك أ فاااين لبعضاااهما الااابعض فيكيعكسااايت

 . على ذلك بمثال  فيبسهولة ونكت

 مثال

  كاااااااااااااان إذا 
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A    و
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2211-

B  . أنثبااااااااااااات أ A   وB  عكسااااااااااااايتان

 .لبعضهما

 الحل 
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31430418422

20220212011

116

104-

2211-
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BA  

 BAويمكااان التأكاااد مااان ذلاااك بتكاااوين حاصااال الضااارب . سااايتان لبعضاااهما عك B,A فاااإنلاااذلك 

 . BA=I أنوسنجد 
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 كيفية استخراج المصفوفة العكسية 1.8  

يحتاج لطرق متقدمة سنتعرض ليعضها   1A-استخراج  فإن Aكانت لدينا مصفوفة مربعة  إذا

 :نشرح بعض هذه الطرق يليفيما  الآخرهنا وللبعض 

 :بالطرق الجبرية البسيطة 1A-سابح -أ 

نسااتطيع اسااتخراج المصاافوفة العكسااية  x 2 2الحااالات البساايطة ، مااثلًا المصاافوفات سااعة  فااي

 : كانت لدينا مصفوفة  إذامثلًا . وحلها  آنيةمعادلات  إلىبالتحويل 
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افترضاااانا أن فااااإذا .IA A -1ماااان الشاااارط  1A-نسااااتطيع اسااااتخراج  نااااافإن
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  : يعطينا المعادلة المصفوفية أعلاهالشرط  فإن ، مجاهيل   w , z , y , xحيث
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 : نظام المعادلات  إلىالجانبين نخلص  فيساواة العناصر المتقابلة وبم
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 يسااارالأالنظاااام  فاااإن،  0bcadافترضااانا أن  فاااإذاوهاااذه معاااادلات بسااايطة يمكااان حلهاااا 

 : يعطينا الحل

bcad

c
z




          و

bcad

d
x


 

 يعطينا يمنالأ و

bcad

a
w


          و

bcad

b
y




 

التعااااابير  فااااإن،  0bcadكاناااات  فااااإذا ، للحاااال ضااااروري  0bdacالشاااارط  

كال حاال علاى صافر،  فاينقسام  لأنناالان يكاون لهاا معناى     w , z , y , xالساالفة للمجاهيال 

bcadرالتعبي فإنلهذا السبب  . فوهذا غير معر    يضااً أ يسمى المحدد لنظم المعاادلات و

bcadونعطياااه الرماااز  Aللمصااافوفة  A  ، وسااانتعرض لاااه بالتفصااايل فيماااا بعاااد لاااذلك

 :كالآتي  1A-سيكون















































ac

bd

ac

bd

A

1

AA

AA
A 1-
 

المحادد مختلفااً عان كان  إذاكان وفقط  إذا  1A-لك عكسية تم Aالمصفوفة  نأ أخرىبكلمات 

A 0أيالصفر  .  
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 :يةالأولمن العمليات الصفية   1A-حساب  -ب

تساااامى  أوليااااةحاديااااة باسااااتعمال عمليااااة صاااافية الآ تنبثااااق ماااان المصاااافوفةمصاااافوفة  أي

 .أوليةمصفوفة 

 

 مثال 

21تكاااف  العمليااات  التااييااة ماان المرتبااة الثالثااة الأولالمصاافوفات  أوجااد  R R  (  اسااتبدال

33و (   الثاااانيوالصاااف  الأولالصاااف  R 7R   ( 7-ضااارب الصاااف الثالاااث بالعااادد)  

212و RR 3R   ( اً ومضاااف -1فاايمضااروباً  الأولبالصاف  الثااانياساتبدال الصااف

 .( الثانيذلك الصف  إلى

 :الحل

ية دو على المصفوفة الوح أعلاهنعمل العمليات 
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  :تيةية الآالأولفنحصل على المصفوفات  
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 :1نظرية 

 أي mياااة المكافئاااة لهاااا مااان مرتباااة الأولهاااي المصااافوفة  E  و ةأولياااهاااي عملياااة  eكانااات  إذا و

)(I E
m

e مصفوفة أي فإن A  من ساعة m x n  تحقاقA E(A) e نتيجاة  أن أي

ة اة المكافئااايااالأولبالمصاافوفة  Aيمكاان الحصااول عليهااا بضاارب  e(A)وهااى  Aعلااى  eإعمااال 

E.          

 . يحذف  :البرهان  

 : من النظرية السابقة نحصل على الظرية التالية

 : 2نظرية 

 أولياااااةكاااااان توجاااااد مصااااافوفات  إذاكاااااان وفقاااااط  إذا Bتكاااااون مكافئاااااة للمصااااافوفة  Aالمصااااافوفة 

12 EEE ,,.....,s  بحيث يصح: BAEE.....sE 12  

ياااااااة توجاااااااد عملياااااااات أول أيترجماااااااة لتعرياااااااف التكاااااااافؤ باااااااين مصااااااافوفتين  هااااااايهاااااااذه النظرياااااااة 

12,,.....,s eee  بحياااااث يصاااااح    B(A).....s 12






eee .  ولكااااان مااااان

BAEE.....sEكانت  إذاوفقط  إذاهذه الحقيقة  تصح 1النظرية  12  حيثEi .هي 

 .  eiية المكافئة للعملية الأولالمصفوفة 

 :3نظرية

 .أوليةاً مصفوفات يضأ هيتها العكسية اومصفوف بقلاللإية قابلة الأولالمصفوفات  
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 .يحذف: البرهان

 : 1نظرية

 تية متكافئةالمقولات الآ

 .  قلابللإ قابلة Aالمصفوفة  (أ 

 .  Iمكافئة للمصفوفة الذاتية  Aالمصفوفة  (ب 

  أوليةهي حاصل ضرب مصفوفات Aالمصفوفة  (ج 

ياة المكافئاة ولالأالمصافوفة  هاي Eiكانات  فاإذا.   1A-تعطيناا طريقاة لحسااب  1-1النظريات 

IAEE.....E أننجااد  أعاالاه 2ماان النظريااة  نااافإن ،  eiللعمليااة  12n   . ذلااك يعنااى

IA ) IEE.....(Eأن  12n   فااااااااااااااإنولاااااااااااااذلك  IEE.....E 
-

A 12n

1
 . 

يااااااة الأولالعمليااااااات الصاااااافية  بإعمااااااال Iيمكاااااان الحصااااااول عليهااااااا ماااااان   1A- أخاااااارىبكلمااااااات 

n1,.....,ee   ن المصفوفة المزدوجةو  كلتطبيق ذلك ن : 
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يااااااااااة فتاااااااااانخفض المصاااااااااافوفة الأولالعملياااااااااات الصاااااااااافية  بإعمااااااااااالخفاااااااااض هااااااااااذه المصاااااااااافوفة تو 





















mnm
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aa

aa
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1

111

نفاااااس الوقااااات تتحاااااول المصااااافوفة  فااااايحادياااااة لكااااان إلاااااى المصااااافوفة الآ 

 .   1A-لىإحادية الآ
 (11)تدريب 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

إذا كانت 


















814

312

201

A
قة التخفيض المستمر بعمليات يبطر   1A-أوجد   

 . صفية أولية 
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 خلاصةال
 يمن هذه الوحدة قمنا بتعريف المصفوفات بأنها منظومة مكتوبة ف الأولفى القسم 

شكل صفوف فوق بعضها ،كل عدد فيها مرقم بترتيبه فى الصف وترتيبه فى العمود الذين يقع 

 . فيها عمدةب عدد الصفوف والأفيهما ، وعرفنا كيف نحدد سعة المصفوفة بحسا

فى القسم الثانى  تناولنا العمليات على المصفوفات وفيه عرفنا مساواة المصفوفات 

 . وتعرفنا على عملية الجمع  والضرب بعدد ثابت ،وكذلك سالب المصفوفة

فى القسم الثالث تعرفنا على خصائص جمع وضرب المصفوفات وعالجنا القوانين 

 .عداد الحقيقيةمأخوذة من قوانين الأ يفى جبر المصفوفات وه الثمانية الأساسية

فى القسم الرابع تناولنا عملية ضرب المصفوفات وهنا تعرفنا على الشرط اللازم لضرب 

مساوياً لعدد ( المضروب )ى الأولمصفوفتين وهو أن يكون عدد الأعمدة فى المصفوفة 

 (.المضروب فيه )الصفوف فى المصفوفة الثانية 

من الرتبة  ] B [المصفوفة( MN)من الرتبة  ] A  [أي إذا كانت المصفوفة  

(NL )المصفوفة يحاصل الضرب يعط فإن] [C  من الرتبة(M ×L ) وكذلك عرفنا

 . القواعد الأساسية التي يجب مراعاتها عند ضرب المصفوفات

منقول المصفوفه فى القسم الخامس منقول المصفوفة وهنا قد تعرفنا على أهم خصائص عملية 

 :  يوه
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ttt

tt

ttt

tt

ABAB

AkAk

BABA

AA









)(

 ) (

)(

)(

 

 عالجنا العلاقة بين المصفوفات ونظم المعادلات الخطية : فى القسم السادس 

وهنا قمنا بتحويل نظام معادلات خطية إلى نظام آخر عن طريق ضرب المصفوفات وهو الذي 

  A X = Bفى الشكل : يكتب باختصار

وفة سمينا المصف: فى القسم السابع  
ijaA  

مصفوفة مدرجة إذا كان عدد الأصفار التي تسبق أول عدد غير صفري فى كل صف تتزايد 

 . بين الصف والصف الذى يليه حتى لايبقى فى النهايه إلا صفوف صفرية

وتعرفنا فى هذا القسم كذلك على تكافؤ الصف والعمليات الصفية وطريقة تخفيض مصفوفة 

 .ية إلى مصفوفة مدرجة بعمليات صف

هذا  يتعرفنا على المصفوفات المربعة  وأنواعها المختلفة وعالجنا  ف: فى القسم الثامن 

القسم جبر المصفوفات المربعة حيث أنه يمكن إجراء عمليات الجمع و الضرب بعدد والنقل 

 . n ×nوتكون النتيجة دائماً مصفوفة برتبة  n × nإلى أي مصفوفة برتبة 

 Aتعرفنا على المصفوفات القابلة للعكس حيث عرفنا أن المصفوفة : قسم التاسع فى ال

 . هي المصفوفة الأحادية I ,  AB = BA =Iبحيث Bالمربعة تكون قابلة للعكس إذا وجدت 

Aوعرفنا طرق استخراج المصفوفة العكسية عن طريق حساب 
بالطرق الجبرية البسيطة أو  1-

Aبحساب 
 .يةالأولية من العمليات الصف 1-
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 لمحه مسبقة عن الوحدة التالية 
المصفوفات وسنتعرف إن شاء  وهي نهينا عزيزي الدارس ، دراسة الوحده الثالثةلقد أ

الله فى الوحدة الرابعة على مفهوم الفضاءات الاتجاهية والفضاءات الجزئية الاتجاهية وسوف 
خطي على أي مجال ، كما سنقوم نتناول فيها المنطلقات التي يجب أن تتحقق على الفضاء ال

بالبحث فى الفضاءات الجزئية التي هي جزء من فضاء معطى تعيش كمجموعة جزئية من 
 .خطيذلك الفضاء المعطى وسوف نتعرض فى هذه الوحدة إلى مفهوم الاعتماد والاستقلال ال
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 اجابات التدريبات
 (1) تدريب 

8=,2=,3= 233212 aaa 

 (2)تدريب 
 :لمصفوفات هيجم ا

22  ،23  ،11 على الترتيب. 

 ( 3)تدريب 

 المصفوفتان متساويتان ضمناً ومن نفس الدرجة إذاً المدخلات المتناظرة متساوية

( ) ( )

3=

3±=⇒

9=y

3 = x , -1=  x ⇒

0 = 1+x 3-x  ⇒

0 = 3-2x-   x⇒

3 =2x-

2

2

2

z

y

x

 

 ( 1)تدريب 

 المصفوفتان من نفس الدرجة إذاً فابلتان للجمع

4 4 5

4 3 6

1 4 1

A B

 
 

 
 
  

 

 



 184 

 ( 5)تدريب

5 10 15 20
5

5 15 25 5
A

 
  

 
 

      
2 4 6 8

-2A
2 6 10 2

    
  

   
 

 ( 6)تدريب

( ) =C-+=C- AA

1 3 1 2 2 1

1 4 3 4 4 0

     
      

        
 

 .Bلا يساوي حجم  Aغير معرفة وذلك لأن حجم  A-Bبينما المصفوفة 

 (7)تدريب

B-C = B+(-C) = 
3 5 2 5 5 0

4 6 9 3 13 3

        
      

     
 

 .Aاوي حجم لا يس Bغير معرفة وذلك لأن حجم  B-Aبينما المصفوفة 
 ( 1)تدريب 

                      (أ )  

































)2.(04.15).0()1.(1

)2.(74.35.71.3

25

41

01

73
 BA  

                                       


























41

238
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1412353  

(      ب)
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0).2(7.5)1).(2(3.5

0.47.1)1.(43.1

01

73

25

41
A  B  
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  ( 1)تدريب 

(أ )
























0.4)5).(3(4.4)2).(3(3.41).3(

0.0)5.(14.0)2.(13.01.1

0).1()5.(24).1()2.(23).1(1.2








 

04

52

3

1























43

01

12

 BA   

                                   






















15229

521

1081

 

(ب)













4.00.4)1.(3)3.(01.42.3

4).5(0).2()1.(1)3).(5(1).2(2.1
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01

12

 






 


04

52

3

1
 BA    

               













310

2115 

 (11) تدريب 

 مصفوفة عمودية 
6

5

2

9

 
 
 
 
 
 

=TA 

 (11)  تدريب

1 1

2 4

3 5

TA

 
 


 
  

 

 
1 2 3

1 4 5

T
TA
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3 3

6 12

9 15

TA

 
 


 
  

 

 ( 12)تدريب 

همااا علااى الشااكل الصاافي المميااز وذلااك لأن كاال منهمااا تحقااق  A , Bنلاحااظ أن المصاافوفتين 

هاو أول عادد غيار صافري  1الشروط الأربعة ، حيث أننا نلاحظ فاي جمياع الصافوف أن العادد 

الموجود فاي  1الموجود في الصف الأسفل هو على يمين  1الصفوف ، كما أن  يظهر في هذه

متقادم أصافاراً  1أعلى منه ، كما أن جمياع عناصار الأعمادة التاي يظهار فيهاا  هو الصف الذي

 .عدا هذا العنصر

  1فليست على الشكل الصفي المميز، فمثلًا العمود الثااني يحتاوي علاى العادد  Dأما المصفوفة 

المتقاادم وهااذا يناااقض الخاصااية الرابعااة ماان شااروط المصاافوفة التااي علااى الشااكل  1دد فااوق العاا

 .الصفي المميز

 ( 13)تدريب 



















































 


















10000
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20000
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20000
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27096

20000

52300

65432

3
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6
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 :باستعمال العمليات 

121 R3R 4R    ،131 R R R   ،232 R 2R 5R  
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في  1Rثم ضرب
6

في 2Rو    1
6

في  3Rو   1
2

1  . 

 ( 11)تدريب 























 


























 






















 




















 






















116100

104010

2211001
R  1R

R 1R

  

116100

104010

2211001
R R -R

RR 2R

116100

012110

001201
R R R

  

104010

012110

001201
R R 4R

RR 2R

100814

010312

001201

33

22

232

131

323

313

212

) I ,A  (                    

 

 ولذلك 
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104-

2211-

1-A 

 :أن فنجد   1A A-ونستطيع أن نتأكد بسرعة بأن هذا صحيح بحساب 
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 التقويم الذاتي أسئلة جاباتإ
 ( 1) أسئلة تقويم ذاتي 

، وأعماااادتها (2,1)، (1,1)، (1, 1-)،(,11)صاااافوفها هااااي   X 1 2هااااي مصاااافوفة ( أ)/ 1 









































3 

5 

4- 

1  

,

2 

4 

1-

3 

 

12( ب)  32 232, 4, 5a a a    

علوياة أو مثلثياه سافلية أو صافرية لأناه لا ينطباق عليهاا ليسا قطرية أو مثلثيه  Aالمصفوفة / 2

 .أي من تعاريف المصفوفات السابقة 

 .مثلثيه علوية Bالمصفوفة 

حتااى نطبااق عليهااا تعريااف المصاافوفة العلويااة أو الساافلية أو القطريااة يفتاارض أن  Dالمصاافوفة 

أو ساافلية أو  ليساات مربعااة فبالتااالي هااي ليساات علويااة Dتكااون المصاافوفة مربعااة ، والمصاافوفة 

 .قطرية

 .مصفوفة صفرية لأن جميع عناصرها أصفاراً  Cالمصفوفة 

 .مثلثيه سفلية Fالمصفوفة 
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 ( 2)أسئلة تقويم ذاتي

A+B = 

4 6 4

0 4 7

0 0 3

 
 
 
  

                                                                    

 .قابلتان للجمع فس الدرجة إذاً غبرنمن المصفوفتان ليستا  (ب)

KA = 6
7 8 2

3 3 3

5 711
3 3 3

 
 
 
 

 = 
14 16 4

10 22 14

 
 

 
(                                  ج)

           

A-B = 

2 4 9

0 3 4

7 4 3

 
 

 
 
   

(                                                             د) 

(1)أسئلة تقويم ذاتي  
 

6 4 0 9

2 2 2 ,3 12 15

10 8 9 12

A B

   
   

 
   
      

 

 
6 5

2 3 10 17

1 20

A B

 
 

 
 
  

 

 ( 1) أسئلة تقويم ذاتي

                                   
5 3 6

3 2 7

6 7 9

tA

 
 

 
 
  

 

tA: أي أن  A    

  المصفوفةA تماثلية. 
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0 5 3

5 0 7

3 7 0

tB

 
 

 
 
  

 

tBأي أن  B  

  لمصفوفة اB  ًمتماثلة تخالفيا. 

 

 مسرد المصطلحات
  Matrice:المصفوفه  *

ويرمز    [  ]مكتوبه بين  أعمدةعلى شكل صفوف و  ةو الرموز مرتبأرقام من الأ ةمجموع
 A,B,C,D.... حد الحروف الانكليزيه الكبيره أللصفوف ب

  Transpose  Matrixمنقول المصفوفه  *
بدال الصفوف بالأعمدة  والأعمدة إبعد  ةالمعطا ةصفوفمن الم ةهى المصفوفه الناتج

 . بالصفوف

 Coetaicient Matricمصفوفة المعاملات  *
 . خطيهي المصفوفة التي تتكون عناصرها من معاملات المجاهيل فى النظام ال

  Square Matrixالمصفوفة المربعة  *
 .عمدتهاأعدد  يهي المصفوفة التي عدد صفوفها يساو 

  Identity Matrix:الوحدة  مصفوفة *
 . -1هي المصفوفة القطرية التي جميع عناصر قطرها الرئيس 

 Inverseoaa matrix(  ةمعكوس المصفوف) المصفوفة القابلة للعكس  *

 : ن  أبحيث  B ةهو المصفوف Aالنظير الضربى للمصفوفة المربعة 
                                                    AB = BA = I 
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 . هى مصفوفة الوحدة Iن أو 

 متجه الصف  *
ويكون ( M×   (1  ةوهى الرتب( m) عمدةمصفوفة تحتوى على صف واحد وعدد من الأ يه

 :شكلا كما يلى 
             1m          13          12          1141 ......       40       27     30     25 aaaa 

 :متجه العمود  *
( n ×1)من الرتبه  يوعلى عمود واحد فه( n)هي مصفوفة تحتوى على عدد من الصفوف 

 :شكلها كما يلى  ويكون
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 المقدمة
 تمهيد

ارس إلى الوحدة الرابعة من هذا المقرر والتي نعرفك فيها على مرحباً بك عزيزي الد  
قد مرَ بنا في 6 الفضاءات الاتجاهية وعلى أهم المفاهيم الأساسية المتعلقة بتلك الفضاءات

Rات في الفضاء المتجه"حدة الأولى الو من القسم الرابع 
n " وكان ذلك بمثابة تمهيد لدراسة

في هذه الوحدة والتي تبدأ بتعريف الفضاءات الاتجاهية ( الخطية)الفضاءات الاتجاهية 
في قسمها الأول والذي سترد فيه ثمانية منطلقات تسمى بدهيات الفضاءات ( الخطية)

جمع بينما تتعلق الأربع الأخيرة حيث تتعلق الأربع الأول منها بعملية ال( الخطية)الاتجاهية 
 6بعملية الضرب بعدد

القسم الثاني من هذه الوحدة 6 سترد أمثلة للفضاءات الاتجاهية في ثنايا الوحدة 
يبحث في الفضاءات الاتجاهية الجزئية حيث نقوم بتعريف الفضاءات الاتجاهية الجزئية ثم 

نختتم القسم بأمثلة و الجزئية، نتعرف على خواص بسيطة تيسر لنا التعرف على الفضاءات 
 6على الفضاءات الاتجاهية الجزئية

القسم الثالث من الوحدة يعالج التراكيب الخطية والمنصوبات الخطية وهنا سنتعرف  
مفهوم التوليد والطرق التي نستطيع فيها أن نختبر فيما إذا كانت مجموعة جزئية ى لع

 6ما مجموع مولده أم لا معطاة في فضاء  
القسم الرابع من الوحدة سنتعرف على الفضاءات الصفية للمصفوفات وسندعم الشرح في  

 6في هذا القسم ببعض النظريات المهمة
في القسم الخامس سنتناول موضوع الاعتماد والاستقلال الخطي الذي يشكل مع  

يرتبط مفهوم التوليد الذي درسناه في القسم الثالث أثنين من أهم مفاهيم الجبر الخطي حيث 
مفهوم الاستقلال الخطي بمفهوم التوليد من حيث أنه يشكل عاملًا فاعلًا بين تلك 
المجموعات التي تحتوي على عناصر فائضة وتلك المجموعات المحكمة التي لا يمكن 

 6حذف أي عنصر من عناصرها دون أن نغير الفضاء الخطي الذي تولده
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على الأساس لفضاء اتجاهي وهو  القسم السادس والأخير من هذه الوحدة سنتعرف 
مجموعة مستقلة خطية ومولده لذلك الفضاء وسنبرهن عدد من النظريات المهمة في هذا 

 6القسم
 

 أهداف الوحدة 
  
             

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

بعد الانتهاء من دراسة هذه الوحدة أن تكون ،  ارسالد  يتوفع منك عزيزي 
 :قادراً على أن

الفضاء الاتجاهي بشكل عام وتميز فيه المجموعات التي  تعرف -
 6تشكل بدورها فضاءات جزئية اتجاهية

 6بالأمثلة المنطلقات الثمانية للفضاء الاتجاهي تشرح -

ل هي ى تشكطَ ع  أن المجموعات الجزئية من فضاء اتجاهي م   تبرهن -
 6الآخرى فضاءاً اتجاهياً 

 6أمثلة لفضاءات جزئية اتجاهية تذكر -

 6مفهوم الاعتماد والاستقلال الخطي نشرح -

 6نظريات متعلقة بمفهومي الأساس والبعد تبرهن -
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 تعريف الفضاء الاتجاهي .5
و استخلصيييينا عييييدداً ميييين   nCو   nRالمحييييددة  تفييييي الفصييييل الأول درسيييينا التركيبييييا

الفضييياءات "بعيييض هيييذه الخصيييائص سيييتعلب دور المنطلقيييات عنيييدما نعيييرف 6 خصائصيييها 
عليييييى وجيييييه " 6 الفضييييياءات الخطيييييية " بطريقييييية نظريييييية والتيييييي تسيييييمى أيضييييياً " الاتجاهيييييية 

الخصيييوص سيييتكون الخصيييائص التيييي اسيييتنبطناها هيييي المنطلقيييات    14 AA    و
   14 MM   وسنجد أن كل فضاء اتجاهي ذي 6 التي سنشرحها في هذا الفصل

لقيمية ميا  nR، وسنعرف هذا المصطلح فيميا يليي ، يمكين أن يوحيد ميع " أبعاد منتهية " 
  n 6من 

( م مجيييالانظييير الملحيييق لتعرييييف مفهيييو ) فيييي تعرييييف الفضييياء الاتجييياهي عليييى مجيييال ميييا 
التيي نسيميها   kإلي  لعناصير   a , b , c , k ,..…للمجال والحروف   Kسنستعمل الرمز 

 Cأو الأعداد المركبة  Rوأبرز مثال على المجالات هو فئة الأعداد الحقيقية 6 قياسيات 
كذلك 6 اد مركبة إلى أعداد حقيقية أو أعد   a , b , c , k ,..…وبالتالي فسترمز الحروف 

لعناصير   u , v , wوالحروف الصيغيرة للفضاءات الاتجاهية   W, U , Vنستعمل الرموز 
هيييو مجيييال  kولا نفقيييد شييييئاً فيميييا يليييي إذا اعتبرنيييا أن 6 الفضييياءات ونسيييميها متجهيييات  هيييذه

 C 6أو الأعداد المركبة  Rالأعداد الحقيقية 

فئييية  يييير خاليييية تعيييرف عليهيييا عمليييية جميييع لكيييل   V ميييا  و  مجيييالاً  kلييييكن   : تعريفففف
Vvuعنصرين  ,  ًلتنتج عنصراً ثالثاVvu    وأيضاً عمليية ضيرب قياسيي لأي

Vu   ّوأيKk   ًن عنصرا Vukلتكوِّ   الحالة نسمي في هذهV     ًفضاء
 :الآتية (البديهيات)إذا تحققت المنطلقات  kاتجاهياً على 
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فالأربعة الأولى  تتعلق بصيفات الجميع 6 ه تنقسم بصورة طبيعية إلى قسمينالمنطلقات أعلا
ن مجموعيية تبادلييية  Vويمكيين تلخيصييها بييالقول بييأن  Vفييي   Commutative) تكييوِّ

group )  جمع من النوع من ذلك يتبع أن أيّ عملية 6 تحت عملية الجمع: 

nvvv ....,,, 21 

 1A  لأيّ متجهففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففاتV,, wvu    يصفففففففففففففففففففففففففففففففففففففففف  أن
)()( wvuwvu  

 2A يوجد متجه فيV يرمز لفه بفالحرفO   ويسفم  المتجفه الصففري يحقف
uuالخاصية الآتية    Vuلكل     0

 3A  لكل متجهVu  يوجد متجفه ففيVالحرف يرمفز لفه بف– u   يحقف
)(0الصفة   uu 

 4A  لكل متجهينV, vu     يصuvvu  
 1M  لأي قياسيKk  وأي متجهينV, vu  يص 

vkukvuk  )( 
 2M  لأي قياسيينK, ba  وأي متجهينVu  يص 

ubuauba  )( 
 3M  لأي قياسيينK, ba  وأي متجهينVu  يص 

)()( ubauba  
 4M  لأي قياسيينK1  وأي متجهينVu  يص  uu 1 
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فرييد وأن سيالب  0الصيفري صيرها ب عناصرها وأن عنلا تتطلب أقواس ولا تعتمد على ترتي
 :وهوفريد وأن قانون الإختزال ساري المفعول  أيضاً  u–، الذي هو   uأيّ عنصر 

vuwvwu  
,,Vلأيّ عناصر  wvu  كالآتي وأن الطرح معروف بواسطة الجمع: 

)( vuvu  
وأحيانيييياً أخييييري الصييييفر  VOسيييييكون أحيانيييياً المتجييييه الصييييفري  0ننبييييه بييييأن الصييييفر 

 6واضحاً من السياق أيّ المعنيين هو المقصود، وسيكون   KOقياسي العددي ال
المنطلقييات الأربعيية الثانييية  1M   يييي 4M  تتعلييق بعمييل المجييالK   علييىV 6 وقييد

منطلقيييات بيييالأحرف رقّمنيييا هيييذه ال 1A ييييي 4A رميييزاً للجميييع و 1M  ي 4M  ًرميييزا
 : نبرهن النظرية الآتية: للضرب ، وباستعمال هذه المنطلقات نستطيع أن

 :5نظرية
 : فيصبح على التاليK 6مجال ما  فضاء اتجاهياً على Vليكن  

0Oيصح  VOوالعنصر  Kkلأيّ قياسي  -أ  k 

يصيييييييييييييح  Vuوأيّ متجيييييييييييييه  ( الصيييييييييييييفر العيييييييييييييددي)  KOللعنصييييييييييييير  -ب 
0O u 

 0uو أ 0k فإن،  VuوKkحيث  0ukإذا كان  -ج 

 :يصييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييح  Vuوأي متجييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييه  Kkلأي قياسييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييي  -د 
ukukuk  )()( 
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 :البرهان

منطلق بال -أ  2A   0إذا كانu لذلك باسيتعمال  0+0=0 فإن 1M  سييكون
)00(0  kk   ذا أضييفنا لكييل جانييب نييا سنحصييل علييى فإن،  0kوا 

 :التالي
000من  kkk   : 

)0(0)0()00( kkkkk  
                                   0))0(0(0  kkk 

                                                        000  k 
                                                        000  k 

مضيييروباً فيييي الصيييفر الاتجييياهي يسييياوي الصيييفر  kعيييدد  وهيييو المطليييوب برهانيييه أي أن أيّ 
 6الاتجاهي 

لذلك باستعمال 6   0 + 0 = 0يصح للصفر العددي  Kفي   -ب  2M فإن  

uuuu 00)00(O  
 :نا نحصل علي النيجة المطلوبة فإن، -uOفإذا أضفنا لكل جانب 

)0(00)O(O uuuuu  
u0Oأي     الصييييفر العيييددي مضييييروباً فيييي أي متجييييه ومعنييياهu  ي الصييييفر نييييع

 6 الاتجاهي 
 1kليييذلك سييييكون هناليييك قياسيييي 0k   6وأن  0uk لنفيييرض أن  -ج 

11يحقق  kk  6لذلك يتبع : 

00)()(1 111   kukkukkuu 
 0uأو    0kولذلك فإما أن يكون 
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ukukukلبرهيييييان  -د   )(0ننطليييييق مييييين أن )()(  uu 
0  فإنولذلك  0 ( ( )) ( )k k u u k u k u       

 :علي الجانبين صار لدينا -ukفإذا أضفنا 
)())(()(0 ukukukuk  

0)())(()(  ukukukukuk 
)( :أي   ukuk     0و باستعمال)(  kk   نحصل على 
ukukukku )())((00  

ukukنحصل على للجانبين   ukوبإضافة  )(   َأنا رهنّ وهكذا ب 
ukukuk  )()( 

 : أمثلة للفضاءات الاتجاهية *
 مثال 
),...,(عنصر مثيل nفئة المرتبات من  nKأيّ مجال و  kليكن  2,1 naaa حييث
Kia  لكييييلni ,.....,2,1  6 إذا عرّفنييييا الجمييييع والضييييرب لهييييذه المرتبييييات

 : كالتالي
 

),...,,(),...,,(),...,( 2211212,1 nnnn babababbbaaa 

 
),...,,(),...,( 212,1 nn akakakaaak  

 
,,Kحيييث  kba ii  ،فييإن nK  سيييكون فضيياءً اتجاهييياً علييىk  6 فالعنصيير

علييييى أن البرهييييان 6  (0،0، 0،66666)صييييفراً   nهييييو المرتييييب ميييين  nKفييييي الصييييفري 
nK الثمانيية ا رهنّ بَ حيث  4في الفصل الأول للنظرية ن الذي أوردناه هو مماثل للبرها
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وكييذلك فضيياءا اتجيياهي  nR فييإنوبالتييالي nR 6صييفات المييذكورة فييي التعريييف للفئيية 
 6فضاء اتجاهي nK فإنأيّ مجال  Kإذا كان 

 مثال
فيي هيذه K  6وبمدخلات مين أيّ مجيال  m x mهي فئة المصفوفات بسعة  Vلتكن 
بالنسييبة لعمليييات جمييع المصييفوفات وضييربها  Kفضيياء اتجيياهي علييي  V فييإنالحاليية 
 (6بعدد)بقياسي 

 
 مثال
n (كثيييرات الحييدود) هييي فئيية كييل الحييدودياتVلييتكن

ntatataa ,...,,, 2

210 
فضييياءً  Vفيييي هيييذه الحيييال سيييتكون K  6عناصييير فيييي حقيييل  iaحييييث المعييياملات 

 6 وضربها بثابتاتجاهياً بالنسبة لعملية جمع الحدوديات 
 مثال
هيييي فئييية كيييل Vليييتكن 6 يييير خاليييية فئييية  أيّ  Xو  (حقيييل )  مجيييالأيّ  Kلييييكن 

,ذا عرفنيييييا الجميييييع لأيّ فئتيييييين إفيييييK 6إليييييى   Xاليييييدوال مييييين Vf g بأنيييييه الدالييييية
V gf المعرفة كالتالي: 
)()())(( xgxfxgf  

 :المعرفة بالتالي Vfkهو الدالة  k يبقياس fومضروب الدالي 
)()( xfkxfk  
هيو سييكون المتجيه الصيفري K  6بهذه العمليات ستكون فضاءً اتجاهياً عليى  V فإن

OxO   أي   O القيمييية xالتيييي تأخيييذ عنيييد كيييل  Oالدالييية  )(   لكيييل   Xx 6
Vسييتوجد داليية  Vfأضييف إلييى ذلييك أنييه لكييل داليية  f   هييي الداليية التييي

))(()(:  تحقق xfxf   لكلXx  6 
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 مثال 
فئييية ) Qالمجيييال يحتيييوي عليييى  Rميييثلًا المجيييال K  6ليييى مجيييال مجيييالًا يحتيييوي ع Eلييييكن 

 Kمتجهاً على  Eفي مثل هذه الأحوال نستطيع أن نعتبر ( 6 الأعداد القياسية أو الكسرية 
هيييييييييو الجميييييييييع الاتجييييييييياهي ، والضيييييييييرب بقياسيييييييييي  Eإذا اعتبرنيييييييييا الجميييييييييع المعيييييييييرف فيييييييييي 

Kk لتكييييوينvk وب هييييو مضييييرk وv   كعناصيييير فييييي المجييييالE  6 مييييثلًا
( الأعييداد الحقيقييية )  Rهييو مجييال اتجيياهي علييى المجييال  (لأعييداد المركبيية ا)  Cالمجييال 

 Q  6فضاء اتجاهي على المجال القياسي   Rوالمجال الحقيقي 

 

 (1)تدريب 
 
 
 

 (2)تدريب 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

فييي تعريييف الفضيياء الاتجيياهي   A4بييرهن أنييه يمكيين اسييتنتاج البديهييية 
 من البديهيات الأخرى

 

إذا عرفنييييييييييييييييا عمليييييييييييييييييات الجمييييييييييييييييع والضييييييييييييييييرب علييييييييييييييييى المجموعيييييييييييييييية 
  2 , : ,R x y x y R  

 :بالعلاقات 

          

     

, , , ......... 1

          , , ................. 2

x y z w y w x z

c x y cx cy

   


 

Rفأي من بديهيات الفضاء الاتجاهي تتحقق ؟ وهل 
فضياءاً اتجاهيياً  2

 بالنسبة لهذه العمليات؟
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 ( 5) لة التقويم الذاتيأسئ
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 الفضاءات الاتجاهية الجزئية .2
 Wتسيمى K  6عليى مجيال اتجياهي  Vفئية جزئيية مين فضياء اتجياهي  Wليتكن :تعريف

بالنسيييبة  Kهيييي نفسييها فضيياءً اتجاهييياً علييى  Wإذا كانييت  Vفضيياءً اتجاهييياً جزئييياً ميين 
 V6الجمع الاتجاهي والضرب القياسي في مليات لع

الجزئيييية نعبييير عنهيييا فيييي النظريييية تيسييير التعيييرف عليييى الفضييياءات هناليييك  خيييواص بسييييطة 
 :الآتية
 :2نظرية
 :إذا كان وفقط إذا كان  Vفضاء جزئياً من  Wتعتبر 
 6فئة  ير خالية W -أ 

,Wة الجمييييع الاتجيييياهي أي  إذا كييييان مقفوليييية تحييييت عملييييي W -ب  wv فييييإن 
Wwv 

 :إذا عرفنا عملتي الجمع والضرب بعدد على المجموعة 6 4
( ){ }RyxyxR ∈,:,=2 

 :بالعلاقات

)2().........,(=),(

)1().........,(=),(+),(

yxyxc

ywxzwzyx
 

 ات الفضاء الاتجاهي الثماني تتحقق ؟فأي من منطلق
مين  cu + duفيي الطيرف الأيمين + ما هي العملية التي يمثلها الرميز 6 2

 ؟ M2المنطلق 
مين  u(c+d)وما هيي العمليية التيي يمثلهيا نفيس الرميز فيي الطيرف الأيمين 

    ؟M2المنطلق 
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و     Wvمقفولييييييية تحيييييييت عمليييييييية الضيييييييرب القياسيييييييي أي  إذا كانيييييييت  W -ج 
Kk  ،فإن Wvk  لكلKk6 

 : البرهان
 ( 6 ج) –( أ) تحقق الشروط  Vفئة جزئية من  Wلتكن 
نعليييييم أن عملييييييات الجميييييع الاتجييييياهي ( ج)و ( ب)ومييييين  يييييير خاليييييية  Wنعيييييرف أن ( أ)مييييين 

إلى ذلك نجد أن المسلمات بالإضافة W  6والضرب القياسي معرفة تعريفاً جيداً في  1A 

 و 4A  و 1M  و 2M  و 3M  و 4M  كلهييييييييا متحققيييييييية فيييييييييW  لأن
ها لذلك يصح علي)  Vتنتمي إلى  Wالمتجهات في  1A : و   قانون التجمييع 4A 

التبيييييييييديل  و قيييييييييانون :  1M : و  قيييييييييانون توزييييييييييع قياسيييييييييي عليييييييييي متجهيييييييييين 2M  :
ubuauba  و  )( 4M  : قييييييييييييييييييييانون الوحييييييييييييييييييييدة القياسييييييييييييييييييييية :

uu 1 6 بقي فقيط مين المسيلمات 2A  و 3A  لكيي تصييرW  ًفضياءً اتجاهييا
 V 6داخل 

لبرهييييان  2A  بمييييا أن : نلاحييييظW  ييييير خالييييية ، ليييييكن Wu  6 نجييييد ( ج)ميييين
W00أن u  ( قياسييييييييييييييييييييييييييييييي وكييييييييييييييييييييييييييييييل  0لأنWuk  6 ) ًأيضييييييييييييييييييييييييييييييا

W0  vv    لكلWv6 
تحقيق  W فيإنليذلك  2A  : وجيود متجيه صيفري فييW  يحقيقuu  لكيل  0
Wu 6 

)W)1نسييتخلص أن ( ج)فميين   Wvأخيييراً إذا كانييت   v  لأنK)1(  
)W)1: وبالتييالي6   vv  0و)(  vv  وبييذلكW  تحقييق 3A  6

 V  6هي فضاء اتجاهي جزئي من  Wلذلك 
و ( ب)و ( أ)أن من البيديهي  فإن،  Vفضاء اتجاهياً جزئياً من  Wبالعكس إذا كانت 

 W  6ستكون متحققة في  (ج)
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 :للآتي 2ويمكن تخفيض النظرية 
 : 3نظرية
ن   :إذا كان وفقط إذا كان  Vفضاء جزئياً من  Wتكوِّ
 W0 -أ 

,Wإذا كان  -ب  wv  فإن  Wbwav    لكل K, ba 

 : البرهان
إذا كييييييييييان 6  ييييييييييير خالييييييييييية  W( أ)إذن ميييييييييين ( 6 ب)و ( أ)تحقييييييييييق  Wلنفييييييييييرض أن 

W, wv  1)يصيييييييييييح ( ب)فمييييييييييين 1 ) Wv w v w      6 ذا كانيييييييييييت وا 
Wv   وKkتحيييييتم ( ب) فيييييإن( 0. ) Wk v w    6 ليييييذلك فحسييييييب

فضيياءً جزئييياً ميين  Wبييالعكس إذا كانييت V  6فضيياءً جزئييياً ميين  Wتكييون  2النظريية 
V ،6 تتحقق تلقائياً ( ب)و ( أ) فإن 

 :ءات الجزئيةأمثلة عل  الفضا *
 مثال 
الفئيية 6 فضيياءً اتجاهييياً  Vلييتكن  0  وحييده هييي فضيياءً ميين المتجييه الصييفري المكونيية

 V 6هو أيضاً فضاءً جزئياً من  Vكذلك الفضاء الكامل 6 اتجاهياً جزئياً 

 مثال 
نها الثاليث صيفراً   W، الفئة  3Rالفضاء الاتجاهي  V لتكن من المتجهات التي مكوِّ
أي   R,:)0,,(W  baba  جزئي من هي فضاء اتجاهيV 6 

 مثال 
الفئيية n x  m  6 المصييفوفات ذات السيعة  ميين كيلن الاتجيياهي المكيوّ الفضياء  Vليتكن 

A)(ميييين كييييل المصييييفوفات المكونيييية  ija  حيييييثjiij aa   وهييييي التييييي تسييييمى
 V 6المصفوفات المتناظرة هي فضاء جزئي من
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 مثال 
المكونيية ميين كييل كثيييرات الحييدود  Wالفئيية 6 ل كثيييرات الحييدود هييي فضيياء كيي Vلييتكن 
 V 6هي فضاء جزئي من  nبدرجة 
 مثال
إليى مجيال  Xمين فئية  يير خاليية هي الفضاء الاتجاه المكيون مين كيل اليدوال  Vلتكن 

هيي فضياء جزئيي  Vالمكونة من الدوال المحيدودة فيي  Wالفئة R 6الأعداد الحقيقية 
بحيييييييييييث يصييييييييييح  Mمحييييييييييدودة إذا وجييييييييييد عييييييييييدد  Vfتسييييييييييمى الداليييييييييية )  Vميييييييييين 
M)( xf   لكلXx6 
 مثال 

مجهييول مييع   nمعادليية فييي  mالخطييية المتجييانس المكييون ميين لننظيير إلييى نظييام المعييادلات 
 6 معاملات حقيقية 
0...... 1212111  nnxaxaxa           
0...... 2222121  nn xaxaxa 

                           66666666666666666666666666     66666666666666666666666666666 
0......2211  nmnmm xaxaxa 

الفئيييية nR  6تييييذكر أن أيّ حييييل خيييياص لهييييذا النظييييام يمكيييين النظيييير إليييييه لنقطيييية فييييي 
W هيييو فضييياء جزئيييي مييين لكيييل حليييول النظيييام المتجيييانسnR  والتيييي تسيييمى فضييياء
متغييير  nفييي ونضيييف بييأن فئيية الحييل لنظييام  ييير متجييانس لمعييادلات خطييية 6 ل الحلييو 

 nR 6ليست فضاءً جزئياً من 
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 (3)تدريب 
 
 
 
 

 (2)تدريب 
 
 
 

 :2نظرية 
هييو أيضيياً  Vتقيياطع أي عييدد ميين الفضيياءات الاتجاهييية الجزئييية ميين فضيياء اتجيياهي 

 V6ي جزئي من فضاء اتجاه
 6يحذف :البرهان 

 ( 2)أسئلة التقويم الذاتي 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

بيرهن   Vفضيائين اتجياهيين جيزئيين لفضياء اتجياهي  wو   uلتكن 

 V 6هي ايضاً فضاء جزئي من  WUأن الفئة 

 

Rمن الفضاء  اً جزئي فضاءً قرر فيما إذا كانت المجموعة التالية 
3   

( ){ }4=++:,,= zyxzyxP    

Rقرر فيم إذا كانت المجموعات التالية فضاءات جزئية من الفضاء 
3 

  

  

  2 2 2

, , : 0 ( )

, , : 5 ( )

, , : 1 ( )

P x y z x y z أ

U x y z y x ب

W x y z x y z ج
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 التراكيب الخطية والمنصوبات الخطية  .3
12وليييكن  Kفضيياءً اتجاهييياً علييى مجييال  Vليييكن  :تعريففف ,,....., vvvm متجهييات
 : نوعمن ال Vفي 
mmvavava  ...2211 

12يسيييمى تركيبييية خطيييية مييين  ,,....., vvvm  ومعليييوم أنKia  لكيييلi  هنيييا
 :تصح النظرية الآتية 

 :1نظرية 
،  Sكل التراكيب الخطية من متجهات في V  6 ير خالية في  (مجموعة ) فئة  Sلتكن 

إضافة إلى ذلك إذا S   6يحتوي على   V، هي فضاء جزئي من  L(S)الرمز لها بمز ر وي
WL(S) فييإن،  Sيحتييوي علييى  Vميين Wوجييد أيّ فضيياء جزئييي    6 بكلمييات أخييرى

L(S)  هو أصيغر فضياء جزئيي مينV   عليى  ييحتيوS  6 ليذلك يسيمىL(S)  الفضياء
ونضع تعريفاً S  6لذي تنصبه أو تولده الجزئي ا 0)L(  6 
 : البرهان 

.L(S)1 فييإن Svإذا كانييت   vv   لييذلك ،S  فئيية جزئييية ميينL(S)  ًأيضييا
L(S) لأن  خاليييييييييييييية  ييييييييييييييرS  لنفيييييييييييييرض أن 6  يييييييييييييير خالييييييييييييييةL(S), wv  أي

1 1 2 2 ... m mv a v a v a v     1  و 1 2 2 ... n nw b w b w b w    
,Sحيث  ji wv   لكلi  j,   و  ia       وjb   قياسيات منK  6 لذلك : 

nnmm wbwbvavawv  ...... 1111 
 : لذلك

         ).....( 2211 mmvavavakvk  
    mm vakvakvak )(.....)()( 2211  
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 Sنظراً لأن كلًا منهما تركيبية خطيية مين   Wينتميان إلى    k vو    v+wذلك يعني أن 
 V  6فضاء جزئي من   L(S)لذلك 6 

وأن    S يحتييييييييييوي علييييييييييى   Vفضيييييييييياء جزئييييييييييي ميييييييييين  Wالآن لنفييييييييييرض أن 
WS,...,, 21 mvvv    6 ليييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييذلك كيييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييل التعيييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييابير

mmvavava ,...,, ولييييييييييييييييييييييييييييذلك المجمييييييييييييييييييييييييييييوع   W  6تنتمييييييييييييييييييييييييييييي إلييييييييييييييييييييييييييييى   2211
W.....2211  mmvavava  6 هيييذا يعنييييي أنW  تحتيييوي علييييى كييييل

WL(S)لذلك   S  6تركيبة خطية من     6 وهو ما أردنا إثباته 
 مثال
 يتكييون u ييير صييفري علييى الخييط لأي متجييه  المنصييوب R 6الاتجيياهي  الفضيياء  Vلييتكن 

سيييياً يعنيييي ذليييك الخيييط اليييذي يمييير عليييى نقطييية دهنu  6مييين كيييل المضييياعفات القياسيييية مييين 
لايكونيييان مضييياعفات ميييع  vو  uالمنصيييوب الخطيييي لأي متجهيييين u   6الأصيييل والنقطييية 
 v  6و  uالأصل والنقطتين هو المستوى الذي يمر على نقطة بعضهما البعض 

 مثال 
1)0,0,1(المتجهييات   e   2)0,1,0(و e   3)1,0,0(و e   تولييد أو تنصييب

),,(3Rلأن كل متجه   3R المنصوب الاتجاهي  cba     هو تركيبة خطيية مين الييي
ia  الثلاثة وعلى وجه التحديد: 
)1,0,0(c )0,1,0(b  )0,0,1(),,( acba 

             321 cebeae  
 مثال 

1,,......,كثييييييرات الحيييييدود  2tt   6 توليييييد الفضييييياء الاتجييييياهيV  لكيييييل كثييييييرات الحيييييدود
,......),,1(LV 2tt 6 ذلك لأن أيّ كثييرة حيدود هيي فيي الواقيع تركيبية خطيية

   tمن قوى من 
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 (1)تدريب 
 
 
 
 

 الفضاءات الصفية للمصفوفات  . 2
 : كما يلي  Kعلى مجال   m X n   بسعة Aمصفوفة إذا كانت لدينا 























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

........

......................

........

........

A

21

22221

11211

            

 هي Aصفوف  فإن
 )....,,,(R 112111 naaa   ،)....,,,(R  21m nmmm aaa 
ميين تنصييب فضيياءً جزئييياً هييا فإن nKفييي هييذه الصييفوف كمتجهييات إلييى إذا نظرنييا  و   6 
nK  الفضاء الصفي من يسمىA   أي: 

A  =)m,.....,2,1مجال صفي  RR(R L 
هيييا تنصيييب فإن، nKفيييي ، إذا نظرنيييا إليهيييا كمتجهيييات  Aأعميييدة  فيييإنقياسييياً عليييى ذليييك ، 

 A  6يسمى فضاء أعمدة  nKجزئياً من فضاءً 
 :  كالآتي Aعلى أجرينا عملية صفية أولية أننا الآن نفرض 

ji  -أ  RR  

ii   -ب  kk R R   ,0  

iji   -ج  k RR R  

)2,4,9,3(كيييان المتجيييه قيييرر ميييا إذا  v  تركيبييية خطيييية مييين
1)3,0,2,1(المتجهيييييييييييييييييييييييييييييييييييات  u  2)1,0,3,2(و u  و

)1,2,1,2(3 u  أي  ينتمي إلى المنصوب الخطي الذي تنصبهiu  
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أو   Aميين  صييفاً  Bفييي هييذه الحييال سيييكون كييل صييف ميين B  6وحصييلنا علييى مصييفوفة  
سييكون مضيمناً فيي الفضياء  Bلفضاء الصفي من ا فإنلذلك  Aتركيبة خطية من صفوف 

 Bالعكسييية الأولييية علييى ميين الجانييب الآخيير نسييتطيع أن نجييري العملييية A  6الصييفي ميين 
B  6فييي الفضييياء الصيييفي مييين مضيييمن  Aليييذلك الفضيياء الصيييفي مييين A  6ونحصييل عليييى 

 : للنظرية الآتية هذا يقودنا 6 يملكان نفس الفضاء الصفي  Bو  A فإنوهكذا 
 6 المصفوفات المتكافئة صفياً تملك نفس الفضاء الصفي   :6نظرية 
 6 يحذف:   البرهان

برهان النظرية الآتية الأساسية التي تخص المصفوفات المدرجة المخفضة من هذه النظرية 
 6:صفياً 

 :1نظرية 
المصييفوفات المدرجيية المخفضيية صييفياً تملييك نفييس الفضيياء الصييفي إذا كانييت وفقييط إذا كانييت 

 6مدرجة مخفضةوهكذا فكل مصفوفة مكافئة لمصفوفة 6  ير الصفرية الصفوف تملك نفس 
 : البرهان

 6 نعطي أمثلة على هذه النظرية الهامة 
 

 (6)تدريب 
 
 
 
 
 
 
 
 

 من المتجهات  المنصوب  Uبرهن أن الفضاء 
)3,1,2,1(1 u   2)2,1,4,2(و u 

3)7,3,6,3(و   u 
 : المنصوب من المتجهات    Vو الفضاء

)11,4,2,1(1 v   2)14,5,4,2(و v 
  U=Vمتساويان أي  
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 الاعتماد والاستقلال الخطي  . 1
نقيييييييييييييول أن المتجهيييييييييييييات  Kفضييييييييييييياءً اتجاهيييييييييييييياً عليييييييييييييى مجيييييييييييييال ميييييييييييييا  Vلييييييييييييييكن 

12,,......., vvvm  فيV  خطيياً فيي ( ليى بعضيهاع)معتمدةK  أو ببسياطة
,.......,,12معتمدة ، إذا وجدت قياسيات  aaam فيK   ،ًلسيت كلهيا صيفرا

 : بحيث يصح 
0.....2211  mmvavava     (*) 

,.......,,12ماعييييدا ذلييييك تسييييمى المتجهييييات  vvvm  ( عيييين بعضييييها)مسييييتقلة
 6، أو مستقلة Kخطياً على 

ذا كانيييت العلاقييية 6 صيييفراً iaتتحقيييق دائمييياً إذا كيييان كيييل (*)لاحيييظ أن العلاقييية  وا 
 : متحققة فقط في هذه الحالة أي 

0.....2211  mmvavava 
21........0إذا كييان وفقييط إذا كييان   maaa  ،هييذه  فييإن

تصييح فييي حاليية أن ( *)لكيين إذا كانييت  العلاقيية 6 المتجهييات تسييمى مسييتقلة خطييياً 
المتجهيييات سيييتكون  فيييإنمختليييف عييين الصيييفر ،  iaاً فقيييط مييين القياسيييات واحيييد

 6حيييييييييييييييد المتجهيييييييييييييييات ألاحيييييييييييييييظ أيضييييييييييييييياً أنيييييييييييييييه إذا كيييييييييييييييان 6 معتميييييييييييييييدة خطيييييييييييييييياً 
12,,......., vvvm  01صفراً ، مثلًا ليكن  ييساو v  ،المتجهيات  فيإن

 :يجب أن تكون معتمدة لأنّ 
000.01 ....... 321  mvvvv 

فيييي الجانيييب   0لييييس   1vصيييفراً، ميييثلًا معاميييل  يوليسيييت كيييل المعييياملات تسييياو 
مييييع     0vkالآخييير أيّ متجهيييية  يييير صييييفري لوحييييدة يعتبييير مسييييتقلًا لأن 
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0v   0تحتم أن يكونk عريف يكون حسب الت يوبالتالu  مستقلًا
 6خطياً 
 مثال 

)0,1,1(المتجهييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييات  u     1,3,1(و( v       و
)2,3,5( w  6لأن التركيبيييييييييييييييييييييية ( علييييييييييييييييييييييى بعضييييييييييييييييييييييها )معتمييييييييييييييييييييييدة 
023  wvu      أى: 

3(1, 1,0) 2(1,3, 1) (5,3, 2) (3 2 5, 3 6 3,0 2 2) (0,0,0)              
 (1)تدريب 

 
 
 
 

 : بالنسبة لأكثر من متجه واحد ، يمكن أن يعرف اعتماد المتجهات بطريقة مكافئة كالآتي
,.......,,12المتجهات   vvvm  تعتبر معتميدة عليى بعضيها إذا كيان وفقيط

 :تركيبة خطية من المتجهات الأخرى أي ivإذا كان احدهم، ق ل   

mmiiiii vavavavav   .......... 111111 
 :نا نحصل على التاليفإنللجانبين ،   ivضفنا أاذا و 

0.......... 11112211   mmiiiii vavavvavava 
 6لذلك هذه المتجهات معتمدة خطياً على بعضها6 ليس صفراً  ivحيث معامل 

  معتمدة خطياً على بعضها، ق ل   ivبالعكس، نفرض أن المتجهات 
0ib              ،0..........11  mmjj vbvbvb 
 

)1,3,5,0(، u)4,3,2,6(بين أن المتجهات  v  ،

)2,7,0,0( w ًمستقلة خطيا ، 
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 :من ذلك يتبع أن 
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1..... ....j j j j j j j j j m mv b b v b b v b b v b b v   

         
 6خرىتركيبة خطية من المتجهات الأiv فإنولذلك 

هيذه  يونعطي يلكننا نستطيع أن نصيغ مقولة أقوى مين هيذه لتحدييد الاعتمياد الخطي
 :تيةفي النظرية الا

,.......,,12المتجهيات  يير الصيفرية  :5نظرية  vvvm  تكيون معتميدة عليى
، هييييو تركيبيييية خطييييية ميييين ivبعضييييها إذا كييييان وفقييييط إذا كييييان واحييييداً منهييييا لنقييييل 

 : المتجهات السابقة له أي 

112211 .....  iii vkvkvkv 
 : البرهان

1111نفرض أن  .....  iii vkvkv ذا يعنى أن ه: 
00.0.0 ........... 211111   miiiii vvvvvkvk 

,.......,,12ليييذلك المتجهيييات 6 لييييس صيييفراً  ivهنيييا معاميييل  vvvm  تحقييييق
فهييي معتمييدة خطييياً هييذا يبييرهن النصييف الأول ميين النظرييية  يشييرط الاعتميياد الخطيي

هيييذه  نفيييإأي إذا كيييان أحيييد المتجهيييات تركيبييية خطيييية مييين المتجهيييات السيييابقة ليييه، 
 6المتجهات كلها معتمدة خطياً 

,.......,,12بييييالعكس، لنفييييرض أن المتجهييييات  vvvm  ًلييييذلك 6معتمييييدة خطيييييا
,.......,,12توجد قياسيات  kkkm  ليست كلها صفراً بحيث يصح ، : 

0.....2211  mmvkvkvk 
 :ذه الحالة سيكون في ه0jk  6هو أكبر رقم يتحقق له  jلنفرض أن 

0.0.0 ......... 12211   mjjj vvvkvkvk 
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11.......0أو      jjvkvk 
011فييييييإن،  1jأو اذا كييييييان vk    01و k   وذلييييييك يعنييييييي أن

01 v  ولكننييا افترضيينا أن كييل اليييiv لييذلك لابييد أن يكييون 6 للصييفر  مخالفيية
1j  0وبما أنjk فإن : 

1 1 1

1 1 2 2 1 1........j j j j j jv k k v k k v k k v  

      
 46النظرية انّ برهوبهذا 6 تركيبة خطية من المتجهات السابقة لهivا أننّ أي لقد بره
 u)4,3,2,6(أن المتجهييييييييييييييييييييييات      ا نّييييييييييييييييييييييبره 2 تييييييييييييييييييييييدريبفييييييييييييييييييييييي 

)1,3,5,0(و v 2,7,0,0(و( w   مسيييييييييييييتقلة خطيييييييييييييياً إذا
نا المصفوفة  ْ  إذا كو   :وضعنا هذه المتجهات كصفوف في مصفوفة أي 





















2700

1350

4326

 

هيو أن الصيفوف  يير الصيفرية  2 تيدريب معنى النتيجة التي توصلنا إليها فيي فإن
هييييذه النتيجيييية صييييحيحة عموميييياً 6 ون ميييين متجهييييات مسييييتقلة لمصييييفوفة مدرجيييية تتكيييي

 :ونصيغها كنظرية
 :2نظرية 

ن متجهات مستقلة خطياً فص  6وف أي مصفوفة مدرجة تكوِّ
12لنفيييييييرض أن الصييييييييفوف  يييييييير الصييييييييفرية  :البرهفففففففان RRR ,,.......,n 

يجيييب أن يكيييون واحيييداً منهيييا  4حسيييب النظريييية 6 لمصيييفوفة مدرجييية معتميييدة خطيييياً 
 :لذلك سيكون mRليكن هذا الواحد6 طية من الصفوف السابقة لهتركيبة خ

(*       )nnmmmmm aaa RRRR .......2211   
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بميييييا أن 6 هيييييو أول مكيييييون  يييييير صيييييفري mRمييييين  kلنفيييييرض أن المكيييييون رقيييييم 
مييييييييييييييييييين الصيييييييييييييييييييفوف  kالمكونيييييييييييييييييييات رقيييييييييييييييييييم  فيييييييييييييييييييإنالمصيييييييييييييييييييفوفة مدرجييييييييييييييييييية، 

12 RRR ,,.......,  mmn  ًلييذلك المكييون رقييم 6 كلهييا سييتكون صييفراk  ميين
 :سيكون( *)المعادلة 

0000 ..........
21


 nmm

aaa 
لييذلك 6 مخييالف للصييفر mRميين  kلكيين هييذا ينيياقض الافتييراض بييأن المكييون رقييم 

12الصفوف  RRR ,,.......,n  ً6مستقلة خطيا 
 (2)تدريب 

 
 
 
 

 (9)تدريب 
 
 
 
 
 اصةحالات خ *

,.......,,12اذا كيييييييييييييييييان متجهيييييييييييييييييان مييييييييييييييييين  -4 vvvm ن ، يمتسييييييييييييييييياوي
21ق ل   vv  ،12المتجهات  فإن,,......., vvvmمعتمدة لأن: 

0.0.0.0 m4321 .......  vvvvv 
 6 فهذه المتجهات معتمدة خطياً  ، لذلك6 ليست صفراً vv,12ومعاملات  

 :قرر فيما إذا كانت المتجهات
)16,5,0(,)5,4,3(,)-,21,2( 321 vvv  

 مرتبطاً خطياً 
 

 :فيما إذا كانت المتجهاتقرر 
)0,1,1(=,)2,1,2(=,)1,2,1(= 321 vvv  

 6مرتبطة خطياً 
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 6ان معتمدين إذا كان وفقط إذا كان أحدهما مضاعف الثانيأيّ متجهين يكون -2

كييذلك 6 أيّ فئيية تحتييوى علييى فئيية جزئييية معتمييدة تكييون هييي نفسييها معتمييدة  -3
 6أيّ فئة جزئية من فئة مستقلة تكون هي أيضاً مستقلة

إذا كانت الفئية  -1 mvvv ,.......,, أيّ إعيادة ترتييب  فيإنمسيتقلة، 21

لمتجهاتهييا مييثلًا      ,.......,,  
21 miii vvv سيييكون أيضيياً فئيية

 6مستقلة

 

 (3)أسئلة التقويم الذاتي 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 :قرر فيما إذا كانت المتجهات الآتية( أ)

)19,9,1,5(,)-1,3,8,1(,)1,1,1,1()4

)-1,8,3(,)-11,3,8(,)0,9,1(,)3,2,1()3

)12,7,4,0(,)6,4,2,1(,)3,2,1,1(,)0,1,0,1()2

)-4,0,4(,)-3,1,2(,)-1,3,2()1

 

 :فيما إذا كانت العبارات التالية صحيحة أم خاطئة بين( ب) 
تقاطعهما  فإنمستقلة خطياً  M , Nإذا كانت كل من المجموعتين ( 4)     

MN  ً6       مجموعة مستقلة خطيا 
 فإنمستقلة خطياً  M,Nإذا كانت كل من المجموعتين  (2)

 6 مجموعة مستقلة خطياً  MNاتحادهما
 6جوعة مرتبطة خطياً تكون مرتبطة خطياً كل مجموعة جزئية من م( 3)
 6كل مجموعة جزئية من مجموعة مستقلة خطياً تكون مستقلة خطياً ( 1)
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 بعادالأسس والأ .6
 : ويكتب nأنه ذو بعد منته   Vيقال على فضاء اتجاهي  :تعريف

dim V = n 
,.......,,12إذا وجيييدت متجهيييات مسيييتقلة   eeen  تنصيييبV  بمعنيييى أن كيييل

,.......,,12خطيييية مييين  يكيييون تركيبييية Vمتجيييه فيييى  eeen  فيييى هيييذه الحالييية
تسمى الفئة  neee ,.......,,  V6أساساً للفضاء  21

 
لنفييرض أن الفئيية  :3نظريففة  mvvv ,....,, ،  Vتنصييب مجييالًا اتجاهييياً  21

 :في هذه الحالة يصح الاتى
 فيييييإن،  Vwاذا كانيييييت  -أ  mvvw ,.......,, سيييييتكون معتميييييدة  1

 V6خطياً و تنصب 
 فييييييإنهيييييو تركيبيييييية خطييييييية مييييين المتجهييييييات السيييييابقة لييييييه ivاذا كيييييان المتجييييييه  -ب 

 mii vvvv ,....,,..., 111  6 تنصبV6 

 :البرهان
نظييييييييراً     ivخطييييييييية ميييييييين الييييييييي   ةتركيبيييييييي w فييييييييإن Vwذا كييييييييان إ -(أ) 
لأن iv  تولييييييد أو تنصييييييبV 6 فييييييإنتبعيييييياً لييييييذلك  mvvw ,.......,, 1 

وحييدها   ivلأن الييي   Vتنصييب  ivمييع الييي  wسييتكون فئيية معتمييدة خطييياً أيضيياً 
أن  يهذا يعنV 6تنصب  mvvvw ,.......,,,  V6تنصب  21

 
1111لنفييرض أن ( ب) .......  iii vkvkv  6 لييتكنVu 
بميييييا أن اليييييي6  iv  توليييييدV فيييييإن u  هيييييي تركيبييييية خطيييييية مييييين الييييييiv قيييييل ،
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mmvavau  أعييييييييلاه فييييييييي  ivفييييييييإذا وضييييييييعنا تعبييييييييير6 11.......
 : وجدنا uتمثيل

mmiiiiiii vavavkvkavavau   ....).......(...... 1111111111 

mmiiiiiii vavavkaavkaa   ....)(....)( 11111111

 :فإنلذلك 
 mii vvvv ,....,,,...., 111   تنصيييييييييييييبV 6 بكلميييييييييييييات أخيييييييييييييرى يمكننيييييييييييييا أن

 6 من الفئة المولدة وتبقى لنا فئة مولدة  ivحذفن
 :2نظرية 

لنفيييييييييييييييييييرض أن   nvv ذا كانيييييييييييييييييييت إ Vفضييييييييييييييييييياءً اتجاهيييييييييييييييييييياً توليييييييييييييييييييد  1,.......,
الفئيية mww,.......,1 ًفييإنمسييتقلة خطييياnm     وV   تولييد بواسييطة فئيية

مييين الشيييكل   
mnii vvww m 

,.....,,,...,
ليييذلك عليييى وجيييه الخصيييوص 11

 6سيكونون معتمدين خطياً  Vمتجهاً أو أكثر في  n+1أي  فإن
6 مختلفية عين الصيفر ivلحالة التي يكون فيها كل اليكفي أن نبرهن النظرية ل :البرهان

بمييييييييييييييييييا أن الفئيييييييييييييييييية  iv تولييييييييييييييييييدV أن  3نييييييييييييييييييا نسييييييييييييييييييتخلص ميييييييييييييييييين النظرييييييييييييييييييية فإن
الفئييية mvvw ,.......,, سييييكون أحيييد  4مييين النظريييية V 6معتميييدة خطيييياً وتوليييد 1

ليذلك  4wذا المتجيه لا يمكين أن يكيون هي6 المتجهات تركيبة خطية مين المتجيه السيابقة ليه
 jvلذلك باستعمال النظرية السابقة يمكننا حذف jv  6قل  ivلابد أن يكون أحد ال

ميييييييييييييييييييييييييين هييييييييييييييييييييييييييذه الفئيييييييييييييييييييييييييية المولييييييييييييييييييييييييييدة وتبقييييييييييييييييييييييييييى لنييييييييييييييييييييييييييا الفئيييييييييييييييييييييييييية المولييييييييييييييييييييييييييدة 
 

njj vvvvw ,...,,,....,, 1111  6ييييد الخطيييوة السيييابقة ميييع الآن يمكييين أن نع
ولأن  2w  6المتجيييييييييه  

njj vvvvw ,...,,,....,, 1111   ،فيييييييييإنتوليييييييييد الفئييييييييية 
الفئييية 

njj vvvvww ,...,,,....,,, 11121  معتمييييدة خطييييياً وأيضيييياً تولييييدV 6
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 ةميييرة أخيييرى، أحيييد المتجهيييات فيييي هيييذه الفئييية الأخييييرة سييييكون تركيبييي 4باسيييتعمال النظريييية 
ن نظييراً لأ  2wأو    4wن أن يكييونهييذا المتجييه لايمكيي6 خطييية ميين المتجهييات السييابقة لييه
 mwww ,....,, ، kvقيل  ivلذلك لابد أن يكون أحد ال6  مستقلة خطياً  21

ميين الفئيية المولييدة الأخيييرة  kvيمكيين حييذف  3لييذلك باسييتعمال النظرييية 6 هييو هييذا المتجييه
 :تية فئة المولدة الآونحصل على ال

 
njj vvvvww ,...,,,....,,, 11121  

وهكييذا دواليييك فييي كييل خطييوة نسييتطيع أن  3wويمكيين أن نعيييد هييذه الخطييوة مييرة أخييرى مييع 
nmفيييي الفئييية الموليييدة، إذا كانيييت ivونحيييذف أحيييد اليييي wiنضييييف أحيييد ال   ،نيييا فإن

ى فئيييييييييييية مولييييييييييييدة ميييييييييييين النييييييييييييوع المطلييييييييييييوب نسييييييييييييتطيع فييييييييييييي النهاييييييييييييية أن نحصييييييييييييل عليييييييييييي
 

mnijm vvwww


,,,...,,
121 

nmأخيرا نوضح بأن الحالة    نيا بعيد فإن ير ممكنة، حيث أنه إذا كان الأمر كذلك
n  نيييييييييييييا نحصيييييييييييييل عليييييييييييييى الفئييييييييييييية الموليييييييييييييدة فإنمييييييييييييين الخطيييييييييييييوات مييييييييييييين النيييييييييييييوع أعيييييييييييييلاه

 nwww ,....,, مييييييين الفئييييييية  iwوتبقيييييييى بعيييييييض 21 iw  6 هيييييييذا يعنيييييييى أن

1nw  12سيييتكون تركيبييية خطيييية مييين اليييي,,...., wwwn  6 هيييذا ينييياقض الافتيييراض
 6ًبأن الي   مستقلة خطيا

 : 1نظرية 
نفيس سييكون ليه  Vفي هذه الحالة كل أسياس للفضياء 6 فضاءً اتجاهياً ذا بعد منته   Vلتكن 

 6عدد المتجهات
 :البرهان
نفييييرض  neee ,....,, و أن  Vأسيييياس للفضيييياء  21 ,...., 21 ff  أسيييياس  خيييير

لنفس الفضاء بما أن الي ie  تولدV ،الأسياس  فيإن ,...., 21 ff 6 ي يجيب أن يحتيو
أيضييا إذا 6 ة معتمييدة بالنظريية السييابقةه سيييكون فئيفإنييمتجييه أو أقيل ميين ذليك، و إلا  nعليى 
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كانيييييييييييييت  ,...., 21 ff  عليييييييييييييى أقيييييييييييييل مييييييييييييين  يتحتيييييييييييييوn  ،الأسييييييييييييياس  فيييييييييييييإنمتجيييييييييييييه
 neee ,....,, ليييييذلك الأسييييياس 6 سييييييكون فئييييية معتميييييدة خطيييييياً بالنظريييييية السيييييابقة 21

 ,...., 21 ff يحتييييييييييييييييوي بالضييييييييييييييييبط علييييييييييييييييىn  تماميييييييييييييييياً مثييييييييييييييييل الأسيييييييييييييييياس  متجييييييييييييييييه
 neee ,....,,  6وهذا يبرهن النظرية6  21

 :6نظرية 
لنفييرض أن الفئيية  mvv وتولييد فضيياءً  Sفئيية جزئييية مسييتقلة قصييوى ميين فئيية  1,....,

في هذه الحالة ستكون V 6اتجاهياً  mvv  V 6أساساً للفضاء  1,....,
نقييول أن : تعريففف mvvv ,....,, إذا  Vوتولييد فضيياءً  S فئيية مسييتقلة قصييوى ميين 21

كانت مستقلة وكل wvv m,,....,1 ّمعتمدة لأىSw 6 
 :البرهان

اذا كانييييييييت  mvv  فييييييييإن،  Vوتولييييييييد  S فئيييييييية مسييييييييتقلة قصييييييييوى ميييييييين   1,....,
 mvv  Sw6نفرض أن V 6ستكون أساساً للفضاء  1,....,

بمييا أن  iv  فئيية جزئييية قصييوى ميينS  ،فييإن  wvv m,,....,1   سييتكون معتمييدة
L)(أي     ivسييييييييييييتكون تركيبيييييييييييية خطييييييييييييية ميييييييييييين الييييييييييييي  wو  ivw  6 ليييييييييييييذلك
)(L ivs  6يهيييييييييذا يعنييييييييي VLL(S)V )(  iv  6 فيييييييييإنبالتيييييييييالي 

 iv  تولدV  وبما أنها مستقلة ، فهي أساس للفضاء ،V6 
 مثال

ذات بعد منته  وعليى وجيه الخصيوص  Vبَيِّن أن S  6مولدة من فئة منتهية  Vلنفرض أن  
 V 6هي أساس لي Sأن فئة جزئية من 
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 : الجواب
 فيإننفسيها منتهيية ،  Sويوجيد منهيا عيدد منتيه لأن ، Sمن كل الفئات الجزئية المستقلة مين 

 V6هذه الفئة الجزئية هي أساس لي 6 إحداها ستكون قصوى 
 : 1نظرية 
 :لهذه الحالة يصح n  6اتجاهياً بعده  Vلتكن 
 6متجه أو أكثر تكون معتمدة خطياً  n +1أيّ فئة من  -أ 
 6أيّ فئة مستقلة خطياً هي جزء من أساس -ب 

 6متجه هي الأساس nمن أيّ فئة مستقلة مكونة  -ج 

 :البرهان

لنفرض أن -أ  neee ,....,, متجهيا  n+1أى فئة من  Vأساس للفضاء  21
أو أكثيير سييتكون معتمييدة خطييياً لأن  nee وذلييك حسييب  Vتولييد  1,....,

 6 1نظرية 

لنفيييرض أن  -ب  rvvv ,....,, توليييد بواسيييطة  V 1مييين نظريييية 6مسيييتقلة  21
فئة من النيوع  

mniir eevv


 ,...,,....., 
1  1S  6 مين المثيال

عنصيير  nعلييى  ييحتييو  Vسييتكون أساسيياً ميين  Sفئيية جزئييية ميين  فييإنالسييابق 
على  يويحتو  V أساس للفضاء Sلذلك  rvv  6كفئة جزئية1,....,

عنصر هي جزء من أساس، لكن كل أساس  nلها  Tأيّ فئة مستقلة ( ب)من  -ج 
 V  6 لي أساس Tعنصر لذلك  n ييحتو  Vفي 

 : أمثلة

nلننظر إلى المجال 6 أيّ مجال Kليكن 
K  الذى يتكيون مين مرتبيات مينn  عنصير مين

K بالشكل naaa ,....,,  :المتجهات 6 21
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)1,0,,0,0(

)0,,0,1,0(

)0,,0,0,1(

2

1















n





 

 
nتكون الأساس الذي يسمى الأساس الاعتيادي للفضاء

K 6لذلكn
K  لها ب ع د  قدرةn 6 

 
 (50)تدريب 

 
 
 
 
 
 

 

 (55)تدريب 
 
 
 
 
 

على  2x3ات سعة الفضاء الاتجاهى المكون من كل المصفوف uلتكن 
 u 6 اكتب كل المصفوفات التي تكون أساساً للفضاءK  6مجال 

 

 

,,.....,قرر فيما إذا كانت المتجهات  321 εεε شكل أساساً للفضاء تR
3 

 في الحالات  
1 2 3

1 2 3 4

(1)    (1, -2,1),   (-3,5,-3),   (2,1,1)

(2)   (-6,7,5),   (3,0, -1),   (8,1, -1),   (0,0,1)
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 مثال 
الفئييييية n 6مييييين درجيييية ( tفييييي ) الفضيييياء الاتجييييياهى ميييين كثييييييرات الحييييدود  Wلييييتكن  

 nttt ,....,,, 2
ولذلك  Wلذلك فهي أساس للفضاء W    6مستقلة خطياً وتولد   1

dim W= n+16 
من كثيرات الحدود لييس ذا بعيد منتيه لعيدم وجيود أيّ فئية منتهيية  Vيلزم التنبيه بأن المجال 
 V 6من كثيرات الحدود تولد 

 مثال 

4المتجهيات الأربعيية فيي 
K:(1,1,1,1)(0,1,1,1),(0,0,1,1),  ًمسييتقلة خطيييا

4فييوق ذلييك، نظييراً لأن 6  لأنهييا تكييون مصييفوفة فييي شييكل مييدرج 
4

Kdim ، هييا فإن

ن أساساً للفضاء 4تكوِّ
K 6 

 مثال
 المتجهات الأربعة

3
58)R(257,-132,,(43,0,-17)94),(521,-317,-731),(328,-512,  معتمييييييييييييييييييييييييييييدة

 36خطياً لأنها متجهات في فضاء له بعد 
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 (52)تدريب 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

    

 

 

 عمليات الصف البسيطة عل  المتجهات لا تؤثر عل  اسفتقلالها
 .ه ولد  ولا عل  الفضاء الذي ت   الخطي

  إذا كانت المصفوفةA  ناتجة منB  فإنبعمليات صف بسيطة 
، كمففا أن Bه صفففوف ولففد  ت  ي نفففس الفضففاء الففذ ولففد  ت   Aصفففوف 
 Aتكفففون مسفففتقلة خطيفففاط إذا وفقفففط إذا كانفففت صففففوف  Bصففففوف 

لفضففاء ) تشففكل أساسففاط  Bصفففوف  فففإنمسففتقلة خطيففاط ، وبالتففالي 
 .تشكل أساساط لذلك الفضاء A وفقط إذا كانت صفوفإذا  (ما
 مدرجة تكون مسفتقلة خطيفاط إذا وفقفط  مصفوفةأي الصفوف في

كانت رتبتهفا مسفاوية إذا يه صفوف صفرية ، أي إذا لم يكن فيها أ
  6لعدد صفوفها

    
 

 

 Bأنه الفضاء الخطفي الفذي تولفده أعمفدة عل   Bنعرف فضاء أعمدة 
R، وهففذا فضففاء جزئففي مففن 

n   حيفف ،n  هففو عففدد صفففوفB ن ، ومفف
مفا هفو إلا فضفاء  Bالواض  أن فضاء الأعمفدة بالنسفبة لمصففوفة مفا 

Bالصفوف بالنسبة لمنقول تلك المصفوفة ،أي 
t . 

 Bهففذه المعلومففة تعطينففا طريقففة ديجففاد بعففد فضففاء أعمففدة مصفففوفة 
       وأساس له

 :أوجد الفضاء الاتجاهي الذي تولده المتجهات

)18,1,13(,)-13,4,1(,)-1,3,2(,)1,2,1(  

 6وأوجد أساس ذلك الفضاء 
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 (53)تدريب 
 
 
 
 

 :ءاته الجزئية تفصلها لنا النظريات الآتيةالعلاقة بين بعد فضاء  اتجاهي وبعد فضا
  :2نظرية 
، فيييي هيييذه الحالييية   nذي بعيييد منتيييه، ق يييل   Vفضييياءً جزئيييياً مييين فضييياء  اتجييياهي  Wليييتكن 
 فيييييإن، nWdimعليييييى وجيييييه الخصيييييوص إذا كانيييييت nWdim 6سيييييتكون

VW  
 :البرهان

أيضياً 6 أو أكثر ستكون معتمدة خطيياً  n+1أيّ متجهات عددها  فإن nبعد لها  vبما إن  
عليى  يهيا لا يمكين أن تحتيو فإنيتكون من متجهات مستقلة خطياً ،  Wبما أن أي أساس لي 

علييييى وجييييه الخصييييوص إذا كييييان nWdim  6ميييين العناصيييير لييييذلك  nأكثيييير ميييين 
 nww,....,1  أساساً لW ظراً لأنها تتكون من فئة مستقلة لهيا ونn  عنصير، فهيي

VWلذلكV  6ستكون أيضاً أساساً للفضاء   عندما تكونnVdim  6 
 مثال

3فضاءً جزئياً من Wلتكن  
R  3 فإنكما نعلمRdim

3
 6 8لذلك حسب النظرية 

 :وتكون لدينا الحالات الآتية6  3، 2، 4، 0سيكون فقط   Wبعد فإن، 
0Wdim -أ   إذا كانت 0W   6 أيّ نقطة واحدة 
1Wdim -ب    ،فإن W  6ستكون خطاً مستقيماً يمر على نقطة الأصل 

2Wdim -ج    ،فإن W 6 نقطة الأصل  ستكون مستوى يمر على 

3Wdim -د    ،فإن W 3ستكون الفضاء
R بكامله , 

 :أوجد أساساً لكل من فضاء الصفوف وفضاء الأعمدة للمصفوفة

2 3 1 0 1 0

4 1 1 1 0 1

6 0 2 0 1 1

B
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 :تيةأيضاً بالنسبة للفضاءات ذات البعد المنته وفضاءتها الجزئية تصح النظرية الآ
  :9نظرية 
فيي هيذه الحالية سييكون ,  Vفضاءات جزئيية منتهيية البعيد مين فضياء اتجياهي  W,Uلتكن 
u+w ذات بعد منته ويصح له: 
W)dim(-WdimdimW)dim(  UUU 

WUVأي  U,Wالمجمييييييييوع المباشيييييييير ميييييييين  يتسيييييييياو  Vلاحييييييييظ إذا كانييييييييت   
WdimdimVdimفإن  U6 
 مثال

3فيييييييييييييييييييييييييييييييييييييي  yzو xyهميييييييييييييييييييييييييييييييييييييا المسيييييييييييييييييييييييييييييييييييييتويان  W,Uلنفيييييييييييييييييييييييييييييييييييييرض أن  
R   أي

 R0 ,:),,(  babau  و

 R,0W ,:),(  cbcb  6 نظيييييييييييييييييراً لأنw
3

R  u  ،فييييييييييييييييييإن 
3W)dim( U  6 ً2أيضييييييييييييييياdim U  ،2Wdim  6 ومييييييييييييييين

 :النظرية أعلاه نجد
W)dim(223  U 

)1W)dimوهييذا يعنييى  U 6 وهييذا يتفييق مييع كييونWU  هييو محييورy 
أي  R00W :),,(  bbu 46وله بعد 

 :رتبة المصفوفة  *
هييو  Aتييذكر أن الفضيياء الصييفي ميين K  6علييى مجييال  m x nمصييفوفة بسييعة  Aلييتكن

nالفضاء الجزئي من 
K  الذي تولده صفوفA  والفضياء العميودي مين ،A  هيو الفضياء

mالجزئي
K الذي تولده أعمدةA  6 ب عد الفضاء الصفي والفضاء العمودي منA  يسيميان

 Aبالترتيب الرتبة الصفية والرتبة العمودية من 
 



 229 

 : 50نظرية 
 6متساويتان Aالرتبة الصفية والرتبة العمودية من المصفوفة 

 يحذف  :البرهان
والعيدد الأقصيى  العيدد الأقصيى مين الصيفوف المسيتقلة يرتبة أى مصيفوفة تعطي فإنولذلك 

 : و نستطيع أن نحصل على رتبة المصفوفة كما يلي6 من الأعمدة المستقلة

نفرض أن
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3362

1021

A  أولًا نخفض المصفوفةA   إلى شكل مدرج

 : العمليات الصفية الأولية فنحصل على التالي لباستعما
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A 

ذا أخيذنا فيي الاعتبيار أن المصيفو   فييإنفات المتكافئية صيفية تمليك نفيس الفضياء الصيفي ، وا 
، تكييوّن 4الصييفوف  ييير الصييفرية ميين المصييفوفة المدرجيية والتييي هييي مسييتقلة حسييب نظرييية

 26هي   Aرتبة  فإنلذلك  Aأساساً للفضاء الصفي من 

 تطبيقات على نظم المعادلات الخطية   5.6
,.....,,12مجهول nمعادلة خطية في  mلنفرض إن لدينا  xxxn على مجالK  

nnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
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 A)(، حييييييييث  B XA معادلييييييية المصيييييييفوفات  يوهييييييي
ij

a  هيييييييي مصيييييييفوفة

X )(المعيييياملات و  
i

x   و)( B
i

b  همييييا المتجهييييات العمودييييية المكونيييية ميييين
ولنييييذكر أيضيييياً أن المصييييفوفة الموسييييعة للنظييييام هييييي تعريفيييياً 6 ي المجاهيييييل والثوابييييت بالتتييييال

 : المصفوفة
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n
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111211

B),(A  

 :تىونلاحظ الآن الآ
المعييادلات الخطييية أعييلاه تسييمى مسييتقلة أو معتمييدة حسييب مييا إذا كانييت المتجهييات  -4

 6التابعة لها وهى صفوف المصفوفة الموسعة معتمدة أم مستقلة

ان تالمصييفوف تت خطييية متكييافئين إذا كييان وفقييط إذا كانيييكييون أي نظييامين لمعييادلا -2
ان لهما متكافئتين صفياً أم لا أي  لهما نفس الفضاء الصفي أم لا تان التابعتالموسع

6 

نستطيع دائماً أن نستبدل نظيام معيادلات بنظيام معيادلات مسيتقل  خير ميثلًا النظيام  -3
وياً لرتبيية المصييفوفة ويكييون عييدد المعييادلات المسييتقلة سيييكون مسييا6 فييي شييكل مييدرج

 6الموسعة

 :لاحظ أن نظام المعادلات أعلاه أيضاً مكافئ لمعادلة المتجهات الآتية -1
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 Bيملييك حييلًا إذا كييان وفقييط إذا كييان المتجييه العميييودي  B XA النظييام  فييإنلييذلك 
هذا يعطينا A  6اء العمودي من أي ينتمي إلي الفض Aتركيبة خطية من أعمدة المصفوفة 

 :النظرية الأساسية الآتية 
 :55نظرية 

يملك حلًا إذا كانت وفقط إذا كانت مصفوفة المعياملات  B XA نظام المعادلات  
A والمصفوفة الموسعةB),(A  6لهما نفس الرتبة 

 : 52نظرية 
هيي  n، حييث   n-rهيو  XA  0ت المتجيانس لنظيام المعيادلا Wبعد فضاء الحل 
 A6هي مرتبة مصفوفة المعاملات  rو( المتغيرات)عدد المجاهيل 
متغيييراً   n-rيملييك بالضييبط  فييإنقييد ورد فييي شييكل مييدرج ،  XA  0إذا كييان النظييام 
12حيييراً ، لقنَق يييل ،  

,,....., iii xxx
rn  ليييتكنjv  هيييي الحيييل اليييذي نحصيييل علييييه

1بوضيييييع 
jiv  وكيييييل المتغييييييرات الحيييييرة الأخيييييرى أصيييييفاراً فيييييي هيييييذه الحالييييية سيييييتكون

,.....,,12الحلول vvv rn 6مستقلة خطياً ولذلك تكون أساساً لفضاء الحل 
 (52)تدريب 

 
 
 
 
 
 
 
 

 :للنظام الآتي Wأوجد ب عد وأساس فضاء الحل 

043242

0222

0342
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 الإحداثيات ..2
لييييتكن الفئيييية    neee ,......,, علييييى  nأساسييييا لفضيييياء اتجيييياهي بعييييده  21

بمييا إنV 6أي متجييه فييي  vولييتكن  Kمجييال  ie تولييدV فييإن v  سييتكون تركيبيية خطييية

 :ivمن الي
K     ,     ia nneaeaeav ......,2211  

ونظييييييييييراً لأن الييييييييييي ieهييييييييييذا التمثيييييييييييل لييييييييييي فييييييييييإن،  فئيييييييييية مسييييييييييتقلةv    فريييييييييييد أي

,.....,,12القياسيييييايات aaan  تتحيييييدد كلييييييةً بواسيييييطة المتجيييييهv  والأسييييياس ie 6
فيييييييييييييي vهيييييييييييييذه القياسييييييييييييييات  إحيييييييييييييداثيات  ينسيييييييييييييم ieالمرتيييييييييييييب النيييييييييييييوني  يونسيييييييييييييم

 naaa ,.....,, ة إليييييى بالنسيييييب vحيييييداثي ليييييي  المتجيييييه الأ 21 ie  ونرميييييز لهيييييا
بالمصطلح   ev أو ببساطة     vأي: 

  ),.....,, 21( naaaev  
 مثال

 :أي   2هي الفضاء الاتجاهى لكثيرات الحدود من درجة   Vلتكن   

 R,,       :       V 2

2
 cbactbta 

1ود كثيييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييرات الحييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييد 
1
e  ،1

2
 te              ،

12)1(
22

3
 ttte    تكون أساساً ليقV6 

652ليييييييتكن 
2  ttv  أوجيييييييد  ev ،  المتجيييييييه الإحيييييييداثي بالنسيييييييبة ل سييييييياس  

 321 ,, eee 
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 :الحل
  z , y , x :مستعملين المجاهيل  ieالي كتركيبة خطية من  vنضع 

   321    ezeyexv       أي 

zztztyytx

tttt ztyx



 

2

)12()1()1(652

2

22

                 
 

 : فنجد6 على الجانبين متساوية tوالآن نضع معاملات قوى 

2

5 2

6

)()2(652

               

       

     

22















z

zy

zyx

zyxtzyzttt

 

 :  فإنلذلك x = 3 , y =-1 , z = 2   6حل هذا النظام هو  

321  23   eeev    ولذلك  )2,1,3(   ev 

 (51)تدريب 
 
 
 
 
 
 

3للنظيييييييير فييييييييي الفضيييييييياء الحقيقييييييييي
R 6 أوجييييييييد إحييييييييداثيات المتجييييييييه

)4,1,3(  v بالنسييييييييييييييييييييييييييييييييبة ل سيييييييييييييييييييييييييييييييياس)1,1,1(  
1
f  ،

)1,1,0(  
2
f   ،)1,0,0(  

3
f  6 
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يوجييييييييييييييييييييد بالنسييييييييييييييييييييبة لأي أسيييييييييييييييييييياس  Vvلقييييييييييييييييييييد بي نييييييييييييييييييييا أن لكييييييييييييييييييييل متجييييييييييييييييييييه 
 neee ,......,, عنصر  nمرتب من 6 21    ev فيn

K   6 أيضياً إذا كانيت
n

naaa K),.....,,( 21   فسيييييييييييييييييييييييكون هنالييييييييييييييييييييييك متجييييييييييييييييييييييه فييييييييييييييييييييييي ،V 

nneaeaeaبالشيييكل  الأسييياس  فيييإنليييذلك 6  2211..... ie  يحيييدد
nعنصير فيي  nوالمرتبيات  مين  Vتقابل بصفة واحد لواحد بين المتجهات في 

K  6 ًأيضيا
 : نلاحظ إذا كان 

  nneaeaeav  ),,.....,(قابل مع يت  2211..... 21 naaa 
nnebebebwو   ),,.....,(يتقابل مع  2211..... 21 nbbb 
 :فإن

nnn ebaebawv )(.....)( 111  
),,.....,(يتقابييييل مييييع  21 nbbb +),.....,,( 21 naaa 6 كييييذلك لأي قياسيييييKk 

 : يصح 
nn eakeakvk ) (.....) ( 11  

21 ),,.....,(ابل مع في تق naaak  أي : 
            ewevewv  

و                                                    evkevk  
nو  Vعلاقة الواحد لواحد بين  فإنوهكذا 

K  تحفظ العملييات فيي الفضياء الاتجياهي وهيى
nو  Vفييي هييذه الحاليية نقييول أن  6 عمليييات الجمييع والضييرب القياسييي 

K متقييابلات ونكتييب
k V  أي إيسومورفيك نكتب هذه العلاقة في شكل نظرية: 
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 : 52نظرية 
nو  Vنقول أن K  6على  nفضاءً اتجاهياً ب عده  Vلتكن 

K  (متقابلتان)إيسومورفيك 
 مثال 

 :ا إذا كانت المصفوفات الآتية معتمدة أم مستقلةقرر م 








 


104

321
A         ،







 


456

431
B     ،








 


91016

1183
C 

 :هي أعلاهمثال الالمتجهات الإحداثية لهذه المصفوفات بالنسبة ل ساس في 
  )( ,11,2,-3,4,0A  ،  )( ,41,3,-4,6,5B   ،

  )( ,10,93,8,-11,16C  
 : الآن نكون المصفوفة التي تتكون صفوفها من هذه المتجهات أي 

























910161183

456431

104321

M 

 : فإذا خفضناها إلى شكل مدرج وجدنا الآتي

 

000000

352110

104321

     

6104220

352110

104321
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المتجهيييات الإحداثيييية  فيييإنونظيييراً لأن المصيييفوفة المدرجييية تمليييك فقيييط صيييفين ،    A   و
  B  و  C  فييييإنبنيييياءً عليييييه 6  ولييييذلك فهييييي معتمييييدة  2تولييييد فضيييياءً ميييين ب عييييد قييييدره 

 6هي أيضاً معتمدة  C , B , Aالمصفوفات الأساسية
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 خلاصةال
وعرفنا ( الخطية)في القسم الأول من هذه الوحدة عرفنا الفضاءات الاتجاهية  

 6يجب أن تتحقق على الفضاء الخطي على أي مجال المنطلقات التي
في القسم الثاني بحثنا في الفضاءات والاتجاهية الجزئية والتي هي جزء من فضاء  

معطى وهو فضاء يعيش كمجموعة جزئية من ذلك الفضاء المعطى ، وقد قدمنا لك عدداً 
 6كبيراً من الأمثلة لهذه الفضاءات الجزئية

من  Sنا لك مفهوم التوليد حيث اسمينا المجموعة الجزئية وفي القسم الثالث قدم 
 Sبدلالة عناصر  Vمجموعة مولده إذا أمكن كتابة كل عنصر في  Vفضاء اتجاهي 

 6عمليتي الجمع والضرب  بأستخدام
وفي القسم الرابع عرفنا أن المصفوفات المدرجة المخففه صفياً تملك نفس الفضاء  

 6ت تملك نفس الصفوف  ير الصفريةالصفي إذا كانت وفقط إذا كان
وفي القسم الخامس تعرفنا على مفهوم الاعتماد والاستقلال الخطي والذي يشكل  

 6مع مفهوم التوليد أهم مفاهيم الجبر الخطي
وفي القسم الأخير من هذه الوحدة عرفنا الأساس لفضاء اتجاهي وهو مجموعة  

 6مستقلة خطية ومولدة لذلك الفضاء
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 التدريباتبات اجا
 (5)تدريب 

 يحقق العلاقة  vVمتجهاً معطياً ، المطلوب أن نجد متجهاً   uVليكن 
u + v = 0 

، أي المتجييه النيياتج ميين ضييرب المتجييه   v = (-1)uميين الطبيعييي هنييا أن نجييرب 
 ( -4) بالعدد   uالمعطى 

u + (-1)u = 1(u) +(-1)u = 1+(-1)u = 0u =0 
وهييو  0 = (1-) + 1، ثييم الخاصييية  M2  ،M4هيات لاحييظ اسييتعملنا هنييا البييدي

 6المطلوب
 ( 2)تدريب 

تتحقق نظيراً لأن تعرييف الضيرب بعيدد هنيا هيو  M3  ،M4من الواضح أن البديهيات  
Rنفس التعريف الذي استعملناه فيي الفضياء الاقلييدي  

يمكين  M1وبالنسيبة للبديهيية   2
 :توضيح تحققها بالحسابات التالية 

          

         

   , , , ,

, , , , ,

c x y z w c y w x z c y w c x z

cy cw cx cz cx cy cz cw c x y c z w

      

      
 

M2  لا تتحقق ويتضح ذلك من الحسابات التالية: 
( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,0=0+1,0+0=0,0+0,1=0,10+0,11

0,1=0,11=0,10+1 

A1 يمكن التثبت من تحققها بالآتي: 
( ) ( ) ( ) ( ) ),(+),(=+,+=+,+=,+, yxwzxzywzxwywzyx 

 :أما الحسابات التالية

)7,1(=)0,2(+)1,5(=)0,2(+)3,0(+)2,1(

)4,4(=)2,3(+)2,1(=)0,2(+)3,0(+)2,1(
 

 6لا تتحقق A2ترينا أن 
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، وجيد لهيذه المجموعية متجيه صيفريلا يمن الممكين برهنية أنيه  فإنبالنسبة للمتجه الصفري 
 :متجهاً صفرياً لكان (a,b)إذ لو كان 

),(=),(+),( yxbayx 
 :، ومن هذا التعريف ينتج أن  x , yلكل قيم 

yax

xby

=+

=+ 

تيارة أخيرى ،  (1 , 0) = (x , y)تيارة وأخيذ  (0 , 0) = (x , y)، وبأخيذ   x ,yلكيل قييم 
 6لا تتحقق أيضاً  A4 فإنلا تتحقق وبالتالي  A3أن  تحصل على التناقض ، أي

R فيإنلا تتحقيق وبالتيالي  M2, A2, A3, A4)) المنطلقيات فإنوهكذا 
لييس فضياء خطيياً  2

 6 بالنسبة للعمليات المعطاة

 ( 3)تدريب 
فضاءان جزئيان مين  Wو   Uلأن  W0و   U0من الواضح أن 

V 6 لييييييييييييييذلكW0 U  الآن نفييييييييييييييرض أنW, Uvu   لييييييييييييييذلك
Uvu ,    وW, vu  6 ونظيييييييراً لأنU وW  فيييييييإنفضييييييياءان جزئييييييييان   
U vbua   وW vbua  لأيّ قياسيييييينb , a   

WUليييييذلك vbua 6 فيييييإنليييييذلك WU   فضييييياء جزئيييييي مييييين
V 6 

 (2)تدريب
p  ليس فضاء جزئياً منR

 لأنه لا يحتوي على المتجه الصفري والذي لا يحقق العلاقة  3
0+0+0 = 4 

 (1) تدريب 

321ضع                               uzuyuxv  
   )1,2,1,2()1,0,3,2()3,0,2,1()2,4,9,3(  zyx 

      )3,2,32,22( zyxzzyxzyx  
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والآن بوضيييع نظيييام المعيييادلات المكيييافئ بمسييياواة المكونيييات المتقابلييية وتخفيضيييه إليييى نظيييام 
 : مدرج نجد الآتي 

42

1537

322







z

zy

zyx

       

1157

42

1537

322









zy

z

zy

zyx

    

23

42

932

322









zyx

z

zyx

zyx

 

، وبالتيييييالي يكيييييون     z = -2     ،y = 3  ،x = 1ذلييييك يعنيييييي 

321 23 uuuv     أي   أنv   تركيبيية خطييية مييين اليييiu  6 لاحيييظ أن
 iuتركيبة خطية من الي  v مع بعضه ، فلن تكون  نظام المعادلات لو لم يكن متوائماً 

 ( 6) تدريب 
 : 5الطريقة 

تركيبييييات  ivو أيضيييياً الييييي  2vو 1vتركيبييييات خطييييية ميييين iuبيييييِّن أن الييييي 

لهذا لابد من حل ستة معادلات خطيية والبرهيان عليى أنهيا متوائمية iu  6خطية من الي 
 6 

 : 2الطريقة 

ن المصفوفة   6 ونخفضها صفياً إلى الشكل الصفي القانوني  iuالتي صفوفها الي Aنكوِّ


















7-     3      6      3 

2-     1      4      2 

3     1-     2      1  


















16-    6      0     0 

8-     3      0     0 

3     1-     2     1  


















0     0      0     0 

8-    3      0     0 

3    1-     2     1  





















0      0       0       0 

-    1       0       0 

     0       2       1  

3
8 

3
1

 

ن المصفوفة  و نخفضها إلى الشيكل القيانوني  2vو 1vذات الصفوف Bوالآن نكوِّ
 6 










14     5-     4      2 

11     4-     2      1    








8-     3       0      0 

11     4-     2      1    
















3

3
1

8-     1    0    0 

     0    2    1 
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 Aالفضياءات الصيفية مين  فيإنمتسياوية ،  ونظراً لأن الصفوف  ير الصفرية فيي الحيالتين
 U = V  6ا أن  نّ متساوية ولذلك فقد بره Bو 

 ( 1)تدريب 
0قياسيات ولتكن  z , y , x لتكن  wzvyux  

  :ذلك يعنى  
)0,0,0,0()2,7,0,0()1,3,5,0()4,3,2,6(  zyx 
 :  أي
)0,0,0,0()2,7,0,0()1,3,5,0()4,3,2,6(  zzyyyxxxx 
 :وبمساواة المكونات المتقابلة على الجانبين نجد 
 

0

0

0







y

z

x
























024 

0733

052       

06              

 

zyx

zyx

yx

x

 

0فإنلذلك  wzvyux0بيأن  يتقضيx  ،0y   ،
0z فإن، بالتالي w , v , u   ً6مستقلة خطيا 

 ( 2)تدريب 
 :بحيث أن( يعها أصفاراً ليست جم)  a , b , cنحاول أن نجد أعداداً 

)16c+5b+-2a,5+4+,3+2(=

)16,5,0(+)5,4,3(+),-21,2(=++=)0,0,0(=0 321

cbaba

cbacvbvav
 

 :نحاول أن نجد حل  ير تافه للنظام المتجانس

0=16c+5b+2a-

0=5+4+

0=3+2

cba

ba
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وبييييييإجراء عمليييييييات الصييييييف البسيييييييطة المناسييييييبة يتحييييييول النظييييييام أعييييييلاه  والممثييييييل 
 :بالمصفوفة 

2 3 0

1 4 5

2 5 16

 
 
 
  

 

 :إلى النظام المكافئ
1 0 3

0 1 2

0 0 0

 
 
 
  

 

 :وتكون حلوله
-2c=,3= bca 

وبالتيييالي تكيييون المتجهيييات مرتبطييياً خطيييياً ، ويمكييين أن نتأكيييد مييين صيييحة ذليييك مييين 
2v-3+=0:العلاقة 321 vv 
 ( 9)تدريب 

 :بحيث أن( ليست جميعها أصفاراً )  a , b , cنحاول أن نجد أعداداً 

)2b+a,++2,+2+(=

)0,1,1(+)2,1,2(+),12,1(=++=)0,0,0(=0 321

cbacba

cbacvbvav
 

 :تافه للنظام المتجانس نحاول أن نجد حل  ير

0=b2+a

0=++2

0=+2+

cba

cba

 

 :وبإجراء عمليات الصف البسيطة يتحول النظام أعلاه والمتمثل بالمصفوفة
1 2 1

2 1 1

1 2 0

 
 
 
  

 

 :إلى النظام المكافئ
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1 2 1

0 3 1

0 0 1

 
 
 
  

 

 :ويكون شكل هذا النظام
0=+2+,0=+3,0= cbacbc 

لييول لييه إلا الحييل التافييه ، أي أن المتجهييات مسييتقلة وهييذا يعنييي أن هييذا النظييام لا ح
 6خطياً 

 ( 50) تدريب 
1 2 1 1 0 0

3 5 3 , 0 1 0 (1)

2 1 2 0 0 1

M N

   
   

    
   
      

 

  صفوفN  ًصفوف  فإنتشكل أساساM  ً6تشكل أساساً أيضا 
Rمتجهات في  1لا يمكن أن تكون هذه المتجهات مستقلة خطياً لأنها ( 2)

وبالتالي لن  3
    6 تكون أساساً 

 ( 55) تدريب 
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 , 

010

000
 , 

001

000

 , 
000

100
  , 

000

010
 , 

000

001



















































 

 m x nالمكيون مين  يالفضياء الاتجياه Vعمومياً لييكن dim u=6 6 فيإنوبالتيالي 
يسييياوى واحيييد  و ijالمصيييفوفة التيييي ميييدخلها رقيييم ijEوليييتكنK 6مصيييفوفة عليييى 

لييييييذلك 6 ماعييييييدا ذلييييييك صييييييفراً  
ijE هييييييي الأسيييييياس الاعتيييييييادي للفضيييييياءV لييييييذلك            

   dim V= n × m  6 
 ( 52)تدريب
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 :بإجراء عمليات الصف البسيطة على المصفوفة
1 2 1

2 1 3

1 13 4

13 1 18

B

 
 


 
 
 
 

 

 :والتي صفوفها المتجهات المعطاة ، نحصل على المصفوفة المدرجة
1 2 1

0 5 1

0 0 0

0 0 0

A

 
 


 
 
 
 

 

تشكل أساساً للفضياء اليذي توليده ( 5,1-,0)، ( 1,2,1) المتجهات  ير الصفرية فإنوهكذا 
 26المتجهات ، مما يعني أيضاً أن بعد هذا الفضاء يساوي 

 (53) تدريب
 

 :نحصل على المصفوفة المدرجة Bبعد إجراء عمليات الصف البسيطة على المصفوفة 

2-9-800

12-1370

010-1-32

=

46

A 

 :المجموعة
( ) ( ) ( ){ }-9,46,-2,8,0,0,-2,1,1,3,7,0,0-3,-1,0,1,,2=B  

 36لهذا الفضاء في حين نجد أن بعد هذا الفضاء يساوي  تشكل أساساً 
 :نجري بعد ذلك عمليات البسيطة على المصفوفة
2 4 6

3 1 0

1 1 2

0 1 0

1 0 1

0 1 1

tB
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 :لنحصل على المصفوفة المدرجة
1 2 3

0 7 9

0 0 8

0 0 0

0 0 0

0 0 0

A

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

 :وان المجموعة  3ويعني هذا أن بعد فضاء الأعمدة يساوي 
( )( )( ){ }8,0,09,7,03,2,1=D 

 6له، ومن هنا يتحقق لنا أن بعد فضاء الصفوف يساوي بعد فضاء الأعمدة تشكل أساساً 
 

 (  52)تدريب 
 :بالتخفيض إلي شكل المدرج نجد  

                             

    

 022

0342





srz

srzyx

    

2 4 3 0

2 2 0

6 3 6 0

    

                  

               

 
x y z r s

z r s

z r s

    

  

  

 

فييي هييذا النظييام المخفييض يوجييد خمسيية مجاهيييل ومعادلتييان فييي شييكل مييدرج لييذلك 
325Wdim   6حييييييظ أن المتغيييييييرات الحييييييرة هييييييي لاs,r,y  لييييييذلك

 : نضع
  s=1,  r=0  ,y=0( ج)    s=0,  r=1  ,y=0( ب)     s=0,  r=0  ,y=1( أ)

 :وبذلك نحصل على الحلول الآتية

)0,0,0,1,2(1 v ،)0,1,,0,1(
2

1

2 v ،)1,0,1,0,3(1 v 

),,(فإنلذلك  321 vvvضاء هي أساس الفW6 
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 ( 51) تدريب 
  كتركيبيية خطييية ميين الييي   vضييع 

i
f   مسييتعملًا مجاهيييلz , y , x    6 أي :

321
    fzfyfxv   أي كالتالي: 

),0,0(),,0(),, (

(0,0,1) (0,1,1) )1,1,1( )4,1,3(

            zyyxxx

zyx









 

 :والآن نضع المكونات المتقابلة مساوية لبعضها البعض ،  فنحصل على التالي
3

1

 4

             

        

   

x

x y

x y z



  






 

ذليك   x = 3 , y =-2 , z = -5: هيذا النظيام حليه هيو  )5,2,3(   
f

v 

و e 1)0,0,1(ونلاحييييييييييييييييظ أنييييييييييييييييه بالنسييييييييييييييييبة ل سيييييييييييييييياس الاعتيييييييييييييييييادي
)0,1,0(2 e و)3)1,0,0 e حيييييداثى لقيييييي المتجيييييه الإ فيييييإنv 

سيكون متطابقاً مع نفسه أي  )4,1,3(   ev 
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 أسئلة التقويم الذاتيجابات إ
 (5)أسئلة تقويم ذاتي

 :المنطلقات التي تتحقق هي 46
)(,)(,)(,)(,)(,)( 431421 MMMAAA   

 cu  ،duلأن كيل مين  Vعمليية الجميع  فيي  cu + duفيي العبيارة + يمثيل الرميز 6 2    
فيي عمليية الجميع  u(c+d)فيي العبيارة + ، بينميا يمثيل نفيس الرميز  Vفيي ( متجه)عنصر 

R  لأن كلًا منc , d  في ( عدد)عنصرR 6 
 

  (2) أسئلة تقويم ذاتي
Rفضاء جزئي من  P( أ )

 :وهي 2لأنه يحقق الخواص الواردة في نظرية  3
 0 = 0+0+0لأنه يحقق الشرط  Pموجود في    = 0(0,0,0)المتجه ( 4)

/نفض أن ( 2) / /( , , ) ,   ( , ) ........( )v x y z P w x y z P      وأنRdc ∈,  
Pdwcv: هن أن نبر  ∈+ 

/:        ينتج  Pومن تعريف  )•(من الفرضية  / /0    ,    0x y z x y z      
:   وبجميييييييييييييييييييييييييييييييع النييييييييييييييييييييييييييييييياتج ينييييييييييييييييييييييييييييييييتج  c,dوبضيييييييييييييييييييييييييييييييرب المعيييييييييييييييييييييييييييييييادلتين فيييييييييييييييييييييييييييييييي 
( ) ( ) ( ) 0=+++++ /// dzczdycydxcx 

): أي أن ) Pdzczdycydxcx ∈+,+,+ /// 
): ويتضح أن  )/// +,+,+=+ dzczdycydxcxdwcv 

Pdwcv: أنأي  ∈+ 

 :فضاء جزئي لأنه يحقق الشروط U( ب)
 (0)5 = 0: لأنه يحقق الخاصية  Uينتمي إلى  = 0( 0,0,0)المتجه ( 4)    

): بفرض أن ( 2)     ) )•.....(..........,,=,),,(= /// zyxvzyxw   وأن :Rcd ∈ 

Udvcw: نبرهن أن  ∈+ 
//: ينتج Uومن تعريف  )•(ية من الواضح من الفرض 5=,5= xyxy 
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 :وبجمع الناتج نجد c,dبضرب هاتين المعادلتين في 
/ /5( )cy dy cx dx    

 : أي أن 
( ) Udzczdycydxcx ∈+,+,+ /// 

 :ومن والواضح أن
( )/// +,+,+ dzczdycydxcx =+dvcw 

 Udvcw ∈+ 
والييذي لا يحقييق (0,0,0) = 0 ليييس فضيياء جزئييياً لأنييه لا يحتييوي علييى المتجييه  W( ج) 

 :الشرط
1=0+0+0 222 

     

 (3) أسئلة تقويم ذاتي   
 مرتبطة( 3)مرتبطة                   ( 2)مستقلة               (  4( )أ) 
 مرتبطة( 1)
 خاطئة( 3)                    خاطئة( 2)صحيحة             ( 4( )ب)
 صحيحة( 1)
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 مسرد المصطلحات
  Line space(الخطي)الفضاء الاتجاهي  *
تكون خطياً إذا كانت مغلقة تحت تأثير عمليتي الجمع والضرب  Vالمجموعة  

ذا حققت هاتان العمليتان عدداً من الخصائص    6بعدد وا 
   
  Linear subspaceالفضاء الاتجاهي الجزئي  *
إذا  Vفضاء اتجاهي جزئي من  Hنقول أن  Vمجموعة جزئية من  Hإذا كانت  

 V6من  Hفضاء خطياً بالنسبة للعمليات التي ترثها  Hكانت 
 
 Linear Combinationتركيبة خطية  *
 v1 , ……, vmإذا كانت  

 نا نسمى كل عبارة على الشكل فإن Vمعطى ( خطي)متجهات في فضاء اتجاهي 
a 1 v1 + a2 v2 +…… a m vm  

 تركيبة خطية ، حيث 
(a 1, a 2 ,…., a m k) 

 

  Linear Dependent: مرتبطة خطية *
 مرتبطة خطياً إذا كان  v1,v2,…,vmنقول أن المتجهات  
0=a 1 v1 + a2 v2 +…… a m vm  

 و أنk 6فضاء اتجاهياً على المجال  Vحيث أن 
V) v1,v2,…,vm ,  (a 1, a 2 ,…., a m k 
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 Basis-:الأساس* 
 6هو مجموعة مستقلة خطية ومولدة لذلك الفضاء( Vلفضاء اتجاهي )الأساس  

 Dimension-:البعد* 
 6هو عدد العناصر في أي أساس لذلك الفضاء Vبعد الفضاء الاتجاهي  

 Spanning Set -:مجموعة مولدة* 
أمكن كتابة  تكون مجموعة مولدة إذا Vمن فضاء اتجاهي  Sالمجموعة الجزئية  

 S 6بدلالة عناصر  Vكل عنصر في 

 Vector-:متجه* 
هو كمية لها مقدار واتجاه مثل السرعة، التسارع، القوة، العزل، المجال الكهربائي،  

 6المجال المغطنيسي، الإزاحة
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دار الفكيييير للطباعيييية والنشيييير  :5ط الرياضففففيات والهندسففففة التحليليففففة،  خالييييد قاسييييم سييييمور
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